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LES NOTES DE COURS NE SONT PAS AUTORISEES. LA CALCULETTE BORDEAUX EST AUTORI-
SEE. LES EXERCICES SONT DE DIFFICULTE CROISSANTE.

Exercice 1 (Question de cours). Répondre par vrai ou fauxr aux énoncés suivants. Si les hypo-
theses sont insuffisantes, ’énoncé est faux. Ne pas justifier les réponses.

1. Le dual de L®(R,Leb) est L'(R,Leb), (Leb désigne la mesure de Lebesgue).
2. Le dual de L°(RY, 36_1 + 301) est L°(R%, 36_1 + 361).

3. Sir > p alors L"(]0, 1], Leb) < LP([0, 1], Leb).
4

. Si f € LY(R%, Leb) et g € L(R% Leb) alors f » g € CP(RY) (CY désigne I’ensemble des
fonctions continues bornées).

5. 8i fe LY(R Leb) et g e C®(RY) alors f  ge C*(R?).

Exercice 2. Trouver des contre-ezemples auzx deuz assertions suivantes. Dans la suite (X, o, )
désigne un espace mesuré o-fini. On ne cherchera pas a démontrer que le contre exemple répond
a la question.

1. La convergence p-presque partout entraine la convergence dans LP (X, p).

2. La convergence dans LP(X, ) entraine la convergence p-presque partout.

Exercice 3. On considére une fonction h de class C' sur linterval [0,1] et de moyenne nulle
Sé h(u)du = 0. On notera h' la dérivée. On cherche & montrer

1 1
f h(u)? du < f (B! (w))?u(1 — u) du. (1)

0 0

1. Démondrer les deux inégalités
) 1 p1 9 v , )
h(u)® du < (h(u) = h(v))” dudv < 2 (v— u)( h'(s) ds) du dv.
070 O<u<v<l “
2. Démontrer pour tout 0 < s < 1 fixé,

fj (U—U)dudu<8(128)'

O<u<s<wv<l1

3. Démontrer (1).
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Exercice 4. Soit (X, .o, ) un espace de probabilité et f : X — RT une densité, c’est-a-dire
une fonction positive ou nulle intégrable vérifiant § f dp = 1. On pose

VueR, ®(u) =exp(u)—1, Vov>0, U(v)=vln(v)—v+1.

1. Montrer que Vv >0, ¥(v) = 0.
2. Montrer que Yv > 0, sup,eg (uv — ®(u)) = ¥(v).

3. Soit g : X — R une fonction mesurable telle exp(g) est intégrable. Montrer alors

[ sodn< [(r1r =5+ 1) dusn( [ explo) du).

Indication : on commencera par le cas §exp(g) du = 1 et on écrira une inégalité du type
Young avec ® et V.

Exercice 5. On considére une fonction positive ou nulle f : ]0,400[ — [0, +00[ localement
intégrable, un scalaire A € |—o0, 1[ et un réel r €]1, +oo[. On pose pout tout t € |0, +o0[

PUA®O = 5 | #s)as.

On cherche a montrer

[ erney S < 2 [ e 2

0 0 s
On commence par supposer que f est positive, bornée, et a support compact dans |0, +0[.
1. Montrer que le membre de droite dans (2) est fin.
2. En utilisant Uidentité f(s) = s V" sN™ f(s) on L + L =1, montrer

s T

1 N 1/r
PLfI(t) < G—WtTIT(Jo M f(s) ds) .

3. En pensant a échanger l'ordre d’intégration, montrer
e} 1 oe}
J M TLPIf](8)" dt < J ML (s)" ds
0 (L= Jo
et que l'inégalité (2) est bien réalisée.

4. Montrer que (2) est bien réalisée sans faire I’hypothése que f est postive, bornée, et a
support compact. Le membre de droite dans (2) peut éventuellement étre infini.



