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Parcours : Master 1 Cours : Lp, Fourier, Distribution Code : 4TMA711U
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Les notes de cours ne sont pas autorisées. La calculette Bordeaux est autori-
sée. Les exercices sont de difficulté croissante. Le barème est indicatif sur 30
points

On rappelle que la transformée de Fourier de f P L1pRdq est donnée par la formule

F rf spξq “ f̂pξq :“

ż

Rd

e´i2πxx,ξyfpxq dx.

Exercice 1 (sur 4 points). On définit pour tout t ą 0 et x P Rd

ptpxq “
1

p4πtqd{2
exp

´

´
}x}2

4t

¯

.

On rappelle que la transformée de Fourier de pt est donnée par

@ ξ P Rd, p̂tpξq “ e´4tπ2}ξ}2 .

1. Déterminer en se servant des rappels l’indentité
ż

Rd

ptpxq dx “ 1.

2. Montrer que pour tout s, t ą 0

pt ‹ ps “ pt`s.

3. On note ppt, xq “ ptpxq. En utilisant exclusivement la transformée de Fourier et en justi-
fiant tous les détails, montrer que

@ t ą, @x P Rd, Btp “ ∆p,

où ∆ “ Bx1x1 ` Bx2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` Bxdxd
.

Exercice 2 (sur 5 points). On se propose de déterminer la transformée de Fourier de la fonction

@x P Rd, fpxq “ e´2π}x}, }x}2 “

d
ÿ

k“1

|xk|2.

1. Montrer que pour tout β P R

e´|β| “
2

?
π

ż `8

0
exp

´

´

´

u2 `
β2

4u2

¯¯

du.

(Indication : Introduire la fonction Ipβq “
ş`8

0 e´pu2`β2{4u2q du et montrer que dI
dβ “ ´I.)



2 Ph. Thieullen

2. Montrer que f P L1pRdq et en déduire

@x P Rd, fpxq “
1

?
π

ż `8

0

1
?
v
exp

´

´

´

v `
π2}x}2

v

¯¯

dv,

3. Montrer que la transformée de Fourier de f est égale à

f̂pξq “
Γppd ` 1q{2q

πpd`1q{2

1

p1 ` }ξ}2qpd`1q{2
,

où Γpsq “
ş`8

0 e´xxs´1 dx, @ s ą 0.
4. On définit la fonction

@x P Rd, gpxq “
1

p1 ` }x}2qpd`1q{2
.

Montrer que g P L1pRdq et calculer son intégrale.

Exercice 3 (sur 12 points). Soit Ω :“ tz “ px, yq P R2 : }z} ă 1u où }z}2 “ x2 ` y2. On désigne
par C8

c pΩq l’ensemble des fonctions C8 de R2 à support compact dans Ω. On note par dz la
mesure de Lebesgue dans R2. On note par B1, B2 les dérivées partielles par rapport à x et à y.
On désigne par H1pΩq l’ensemble

H1pΩq :“
!

pf, g1, g2q P L2pΩq3 : @φ P C8
c pΩq,@ i P J1, 2K,

ż

fBiφdz “ ´

ż

giφdz
)

,

muni de la norme }pf, g1, g2q}2 “ }f}2L2 ` }g1}2L2 ` }g2}2L2 où } ¨ }L2 désigne la norme dans L2pΩq.
On notera ∇φ “ pB1φ, B2φq.

1. Montrer que H1pΩq est fermé dans L2pΩq3 et que H1pΩq est un graphe au dessus de la
première composante : si pf, g1, g2q P H1pΩq alors pg1, g2q est uniquement déterminé par
f . On notera alors ∇f :“ pg1, g2q et }f}2H1 :“ }f}2L2 ` }∇f}2L2 .

2. Montrer que C8pΩq Ă H1pΩq dans le sens que :

@ f P C8pΩq, pf,∇fq P H1pΩq.

3. Montrer que C8pΩq est dense dans H1pΩq pour la norme } ¨ }H1 dans le sens que

@ pf, g1, g2q P H1pΩq, Dpfnqně0 P C8pΩq t.q. fn
L2

Ñ f and ∇fn
L2

Ñ pg1, g2q.

(Remarquer qu’on ne suppose pas fn à support compact.)
Soit α P

‰

0, 12
“

. On considère la fonction f : Ωzt0u Ñ R définie par

@ z “ px, yq P Ωzt0u, fpzq :“
ˇ

ˇ

ˇ
ln

´
›

›

›

z

2

›

›

›

¯
ˇ

ˇ

ˇ

α
.

On rappelle qu’en coordonnées polaires x “ ρ cos θ et y “ ρ sin θ, si f : R2zt0u Ñ R est une
fonction et si pour tout ρ ą 0 et θ P r0, 2πs, f̃pρ, θq “ fpρ cos θ, ρ sin θq, alors

B1f “ cos θ
Bf̃

Bρ
´

sin θ

ρ

Bf̃

Bθ
, B2f “ sin θ

Bf̃

Bρ
`

cos θ

ρ

Bf̃

Bθ
.
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4. Montrer que f P L2pΩzt0uq, que ∇}z} “ z{}z} pour z ‰ 0, et que ∇f P L2pΩzt0uq. (Il est
inutile de passer en polaire.)

5. Soit ϵ P s0, 1r et Ωϵ “ tz P Ω : }z} ą ϵu. On se propose de montrer la formule d’intégration
par partie (dite de Green) : pour tout f P C8pΩzt0uq et φ P C8

c pΩq

ż

Ωϵ

pB1fqφdz “ ´ϵ

ż 2π

0
cospθqf̃ φ̃ dθ ´

ż

Ωϵ

fpB1φq dz, (1)
ż

Ωϵ

pB2fqφdz “ ´ϵ

ż 2π

0
sinpθqf̃ φ̃ dθ ´

ż

Ωϵ

fpB2φq dz. (2)

(a) Démontrer

@ θ P r0, 2πs,

ż 1

ϵ

Bf̃

Bρ
φ̃ dρ “ ´ϵpf̃ φ̃qpϵ, θq ´

ż 1

ϵ
f̃ φ̃ dρ ´

ż 1

ϵ
f̃

Bφ̃

Bρ
dρ.

(b) Démontrer

@ ρ P sϵ, 1r ,

ż 2π

0
sinpθq

Bf̃

Bθ
φ̃ dθ “ ´

ż 2π

0
cospθqf̃ φ̃ dθ ´

ż 2π

0
sinpθqf̃

Bφ̃

Bθ
dθ.

(c) Démontrer (1). On admettra l’identité (2).
6. Montrer que pf,∇fq P H1pΩq.

Exercice 4 (sur 9 points). On note pour tout t ą 0 et x P R la fonction

ppt, xq “
1

?
4πt

exp
`

´
x2

4t

˘

“
1

?
t
p1

` x
?
t

˘

avec p1pxq “
1

?
4π

exp
`

´
x2

4

˘

.

On note aussi pt la fonction ptpxq “ ppt, xq. On désigne par CkpTq l’ensemble des fonctions
1-périodiques sur R de classe Ck. On se donne dans la suite une fonction f P C0pTq.

1. On appelle qpt, xq “ qtpxq :“
ř

nPZ ptpx ` nq.
(a) Montrer que f ‹ pt est 1-périodique.

(b) Montrer que @x P R, f ‹ ptpxq “

ż 1

0
fpyqqtpx ´ yq dy.

2. Montrer que

lim
tÑ0

f ‹ pt “ f, uniformément sur R. (3)

3. On cherche à montrer que

lim
tÑ`8

f ‹ pt “

ż 1

0
fpyq dy, uniformément sur R. (4)

(a) Démontrer les deux inégalités suivantes

@x, y P r0, 1s, @n P Z,

$

&

%

|x ` n| ď 1 ` |y ` n|,

px ` nq2 ě 1
2py ` nq2 ´ 1.
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(b) Montrer qu’il existe une constante C ą 0 telle que

@ t ą 0, sup
xPr0,1s

ˇ

ˇ

ˇ

dqt
dx

pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď

C
?
t
.

(c) Montrer que la fonction g définie ci-dessous est 1-périodique

@x P R, gpxq :“

ż x

0

”

fpyq ´

ż 1

0
fpyq dy

ı

dy.

(d) Montrer que

@x P R, f ‹ ptpxq ´

ż 1

0
fpyq dy “

ż 1

0
gpx ´ yq

dqt
dx

pyq dy

(e) Conclure.

Exercice 5. (Bonus sur 8 points) Soit α ą 0 un réel non entier. On cherche à construire une
distribution correspondant à la partie finie de la fonction x´α

` :“ x´α1pxą0q et qu’on notera
pfpx´α

` q.

1. Soit k “ tαu la partie entière de α et φ P C8
c pRq. Montrer qu’il existe une fonction

polynôme Pk,φ : R` Ñ R de degré au plus k et une fonction Rk,φ : R` Ñ R tels que

@ ϵ ą 0,

ż `8

ϵ
x´αφpxq dx “ ϵ´αPk,φpϵq ` Rk,φpϵq, lim

ϵÑ0
Rk,φpϵq “ existe.

2. Montrer que, pour k “ tαu et φ P C8
c pRq donnés, la décomposition précédente en Pk,φ et

Rk,φ est unique.

3. Montrer que la formule

xpfpx´α
` q, φy :“ lim

ϵÑ0
Rtαu,φpϵq

définit une distribution d’ordre exactement tαu.

4. Déterminer les deux distributions suivantes

x6 pfpx´α
` q,

d

dx

´

pfpx´α
` q

¯

.


