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LES NOTES DE COURS NE SONT PAS AUTORISEES. LA CALCULETTE BORDEAUX EST AUTORI-
SEE. LES EXERCICES SONT DE DIFFICULTE CROISSANTE. LE BAREME EST INDICATIF SUR 30
POINTS

On rappelle que la transformée de Fourier de f € L'(R?) est donnée par la formule

ZIA) = F(€) = j e~ 27O f(1) .

Rd

Exercice 1 (sur 4 points). On définit pour tout ¢ > 0 et = € RY

1 |z
n@) = mmen (=)

On rappelle que la transformée de Fourier de p; est donnée par
VEER?, pi() = e I,

1. Déterminer en se servant des rappels 'indentité

J pe(z)dx = 1.
Rd
2. Montrer que pour tout s,t >0

Pt * Ps = Pt+s-

3. On note p(t,z) = p:(z). En utilisant exclusivement la transformée de Fourier et en justi-
fiant tous les détails, montrer que

Vt>, Yz eRy op = Ap,
ol A = a$1$1 + aw2$2 + -+ azdzd-

Exercice 2 (sur 5 points). On se propose de déterminer la transformée de Fourier de la fonction
d
VaeR?, f@) = fp = Y il
k=1

1. Montrer que pour tout 5 € R

e 18l = \37? J{:OO exp ( — (u2 + zhj?))du

(Indication : Introduire la fonction I(3) = Saroo e~ (W +B%/44%) gy et montrer que % =-1I)
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2. Montrer que f € L'(RY) et en déduire

VzeRY, f \Fjﬂole p ( +7T2r|j’2>>dv,

3. Montrer que la transformée de Fourier de f est égale a

. I'((d+1)/2) 1
&) =~z 1+ [€[2)@rDr2’

ou I'(s SJOO _151d:v Vs >0.
4. On deﬁnlt la fonction

1

d _
Ve eRY g(x) = T )@

Montrer que g € L'(R?) et calculer son intégrale.

Exercice 3 (sur 12 points). Soit  := {z = (z,y) € R?: |z|| < 1} ou |2[? = 22 + y?. On désigne
par CX(£2) I'ensemble des fonctions C* de R? & support compact dans 2. On note par dz la
mesure de Lebesgue dans RZ. On note par 0y, 0y les dérivées partielles par rapport a = et a 7.
On désigne par H'(2) I'ensemble

H'@) = {192 € Q) Yo e CE@), Vie 1,2, [ fopds = - [ gupdz),

muni de la norme [(f, g1, 92)|I> = | f|22 + [91]%2 + 9225 ot | - |12 désigne la norme dans L?(12).
On notera Vi = (01, d2¢).

1. Montrer que H(Q) est fermé dans L?(Q)3 et que H'() est un graphe au dessus de la
premiére composante : si (f,g1,g2) € H'(Q) alors (g1, g2) est uniquement déterminé par
f. On notera alors Vf := (g1,92) et ||f|\§{1 = Hf|\%2 + HVfH%Q

2. Montrer que C*(Q) < H*() dans le sens que :
VfeCP(Q), (f,V) e HI(Q).
3. Montrer que C*(£2) est dense dans H'(Q2) pour la norme | - |1 dans le sens que

Y (f,01,92) € HY(Q), I(fa)nso € CP(Q) t.q. fo > fand Vi, 5 (g1, 90).

(Remarquer qu’on ne suppose pas f, & support compact.)
Soit o € |0, 3[. On considére la fonction f : 2\{0} — R définie par

V2= (2,y) € Q\{0}, f(2):= ‘IH(H2H)

On rappelle qu’en coordonnées polaires z = pcosf et y = psind, si f : R?\{0} — R est une
fonction et si pour tout p > 0 et 6 € [0,27], f(p,0) = f(pcosb, psinf), alors

of sm@&if
op p 00’

6f cosﬁif
(7p p 00

Or1f = cos—=— Oof = sin
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4. Montrer que f € L2(Q\{0}), que V|z| = 2/|z| pour z # 0, et que Vf € L?(Q\{0}). (Il est

inutile de passer en polaire.)

5. Soit € € ]0,1[ et Qc = {z € Q: |z| > €}. On se propose de montrer la formule d’intégration
par partie (dite de Green) : pour tout f € C*(Q\{0}) et p € CF(Q)

21 5
| @pptz = | " eonO)Fpdo - | feorea 1)
Qe 0 Q.
2T 5
J (O2f )pdz = —ef sin(0) fp df — J f(O20p) dz. (2)
Qe 0 Qe

(a) Démontrer

18~ ~ 1 1 03
voeion, | aﬁfsﬁdw—e(f@)(e,e)—f Fodp- | Fandp

€

(b) Démontrer

27 afN 27 B 27 ~a¢
Vpelell, f sin(f) =@ df = —J cos(@)fgbdG—f sin(0) f = d#.
0 00 0 0 00

(c) Démontrer (1). On admettra 'identité (2).
6. Montrer que (f, Vf) e HY(Q).

Exercice 4 (sur 9 points). On note pour tout ¢ > 0 et = € R la fonction

x2 1 T 1 x2
)

p(t,z) = \/i—meXp (- ﬂ) = Wpl(\%) avec pi(x) = \/T?exp (- 7)

On note aussi p; la fonction py(z) = p(t,z). On désigne par C*(T) I’ensemble des fonctions
I-périodiques sur R de classe C*. On se donne dans la suite une fonction f e CO(T).

1. On appelle q(t,x) = q(x) := X, ez pe(x + n).
(a) Montrer que f » p; est 1-périodique.

1
(b) Montrer que Va € R, f*pi(z) = J f(y)a(x —y) dy.
0
2. Montrer que

}in(l) f*p = f, uniformément sur R. (3)
3. On cherche a montrer que

1
lim f*p = f f(y)dy, uniformément sur R. (4)
t—+00 0
(a) Démontrer les deux inégalités suivantes

+ |y +nl,

1
Vz,ye[0,1], Vne Z, )
= §(y +n)2 — 1.

|z +n| <
2

(x+n)



(b) Montrer qu'’il existe une constante C' > 0 telle que

d C
Vt>0, sup ﬁ($>‘ <

x€[0,1] dx b \75
(¢) Montrer que la fonction g définie ci-dessous est 1-périodique
T 1
vaeR go):= | 1) = | s dy]an

(d) Montrer que

1 1
VzreR, f*pt(a:)—L f(y)dy=L 9(33—9)%(?/)6@

(e) Conclure.
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Exercice 5. (Bonus sur 8 points) Soit & > 0 un réel non entier. On cherche & construire une

distribution correspondant & la partie finie de la fonction z1* := 27%1(,-() et qu’on notera
pf(z3®).
1. Soit k = |a] la partie entiére de o et ¢ € CP(R). Montrer qu’il existe une fonction

polynéme Py, : R¥ — R de degré au plus k et une fonction Ry, : RT — R tels que

+a0
Ve>0, f % (x)de = € “Py,(€) + R (), lin% Ry ,(€) = existe.
€ €~

2. Montrer que, pour k = |a] et p € CF(R) donnés, la décomposition précédente en Py, et

Ry, est unique.

3. Montrer que la formule
Pf(aX®), ) = lim Rja) o (€)

définit une distribution d’ordre exactement |a].

4. Déterminer les deux distributions suivantes

z6pf(x?), % (pf($1a>> .



