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1. MESURE ET INTEGRALE

Une mesure est une fonction qui a certains sous-ensembles d’un en-
semble E associe un nombre positif. On demande & cette fonction de
vérifier certaines propriétés qui font qu’elle ne peut pas étre définie
sur tous les sous-ensembles de E. Notre objet d’étude principal sera la
mesure de Lebesgue sur R et R”, et I'intégrale associée.

1.1. Mesure.

Définition 1.1. Soit X un ensemble. Une famille o/ de parties de X
est une algébre de Boole si

(i) O et X appartiennent o o,

(11) si A € o alors A° € o,

(111) si A et B appartiennent a </ alors AUB € o .

Remarque 1.1.

st Aet B € .o/ alors ANB = (A°UB)° € & ;

- toutes les opérations finies d’union, intersection, passage au com-
plémentaire, conservent ..

Exemple 1.1.
Z(X), {0, X}, parties finies ou de complémentaire fini, unions finies
d’intervalles de R.

Définition 1.2. Un ensemble .# de parties de X est appelé tribu (ou
o-algébre de Boole) si

(i) 0 et X appartiennent a.# ,

(i1) si A € M alors A° € M,

(11i.d) si (Ap)p>1 est une suite d’éléments de M, alors

o0
U A, e M.
n=1
Le couple (X, .#) est alors appelé espace mesurable et les éléments
de A des ensembles mesurables.

On vérifie facilement qu’une tribu est une algébre de Boole.

Remarque 1.2.
- A, B € # implique A\B=ANDB°ec #,
- Ap, n > 1 € . implique Ny>14, = (U1 A9 € A .

Exemple 1.2.

’ {(Z)v X } )

- P(X);

- parties au plus dénombrables ou de complémentaire au plus dénom-
brable.
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On dit qu'une tribu .# est plus petite qu'une tribu .#’ si 4 C 4.
La tribu {(), X'} est la plus petite des tribus sur X, et &2(X) est la plus
grande. Une intersection quelconque de tribus est une tribu. Il existe
donc pour tout ensemble & de parties de X une plus petite tribu qui

contienne ¥ :
o(2) = N

« tribu,gc.a
On note que cette intersection a un sens car il existe au moins une tribu
qui contient 7, c’est Z(X).

Exercice 1.1. Montrer que si & a n éléments, alors o(%) a au plus
22" ¢léments. On pourra montrer que () est I'ensemble de toutes les
réunions possibles de toutes les intersections possibles d’éléments de &
ou leurs complémentaires.

Solution : notons 9 = {Ay,..., A,}. On fabrique une partition de
X en prenant tous les A7 N...N A avec Vi € {1,...,n}, ¢ € {0,1}
et Al := A;, AY := A¢, et en enlevant ceux qui sont possiblement vides.
On note Dy, ..., Dy cette partition. Comme il y a 2" possibilités pour
les (1,...,€n), on a k < 2". Bien sir, tous les D; sont dans o(2)
puisque o (D) est une tribu qui contient les A;. Ensuite, on prend toutes
les réunions possibles des D;. Il y en a 2% et bien sir elles sont aussi
dans 0(2) puisque 0(2) est une tribu qui contient les D;. On vérifie
finalement que l’ensemble de toutes les réunions possibles des D; forme
une tribu. Et c’est forcément o(92) puisque toutes ces réunions possibles
appartiennent a toutes les tribus qui contiennent 2. On a 2F < 22" ce
qui répond a la question.

Exercice 1.2. Montrer que toute tribu .# sur un ensemble au plus
dénombrable est engendrée par une partition.
Indication : regarder les classes d’équivalence de la relation

c Ry & VAed, e AsycA).

Solution : soit x € X. Siy n’est pas dans la classe de x alors il existe
Alz,y) € A tel que x € Ax,y) et y & A(z,y). On vérifie facilement
avec une double inclusion que la classe de x est

[z] = Nyg Az, y).
C’est une intersection au plus dénombrable, donc [x] € .4 . De plus il
est clair (faire une double inclusion) que tout A € A s’écrit
A= UxeA[-T]-

Ceci répond a la question (méme si ce n’est pas trés propre d’avoir une
union avec plusieurs fois le méme ensemble).
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Exercice 1.3. Existe-t-il des tribus de cardinal dénombrable ?

Solution : si M est dénombrable alors les classes [x] définies a 'exer-
cice précédent sont des éléments de M puisque les A(x,y) sont en quan-
tité au plus dénombrable. Il y a une quantité dénombrable de classes
car si elles étaient en nombre fini, M serait finie (exercice d’avant).
Toutes les réunions possibles des classes sont donc dans .# , et forment
A grice a l'égalité

A= UxEA[x]a

(puisque les [x] sont en quantité dénombrable on peut rendre cette
réunion au plus dénombrable). Mais ’ensemble de toutes les réunions
possibles des classes n’est pas dénombrable car il est en bijection avec
l’ensemble des parties de N. On arrive donc a une contradiction. En
conclusion, il n’y a pas de tribus de cardinal dénombrable.

Si X est un espace topologique, on notera Z(X) la tribu borélienne
de X, c’est a dire la tribu engendrée par les ouverts de X. Ses éléments
sont les ensembles boréliens. Tout ouvert, tout fermé est un borélien.

Si X = R, la tribu borélienne est engendrée par les intervalles ou-
verts, et méme les intervalles ouverts a extrémités rationnelles (ou dya-
diques, ...) : tout ouvert est réunion au plus dénombrable d’intervalles
a extrémités rationnelles (voir cours de topologie).

Si X = R2, la tribu borélienne est engendrée par les pavés ouverts
(et méme les pavés ouverts a extrémités rationnelles, ...) ]a, b[x]c, d[.

Si X =R", ...

Définition 1.3. Soient (X, #) et (E,&) deuz espaces mesurables.
Une fonction f: X — E est dite mesurable si f~1(&) C A .

On rappelle les notations
fUE)={f1(A), Ac &} avec fHA)={rcX, flx)c Al

Exercice 1.4.
1) Montrer que f ~1 commute avec Ndén, Udén, passage au compl.
2) Montrer que f~!(&) est toujours une tribu sur X.
3) Montrer que si 2 C Z(E), ' (0(2)) =0 (f71(2)).

Conséquence : si (E,&) = (R, %4(R)), alors f est mesurable si et
seulement si I'image réciproque par f de tout intervalle de R est dans
M, si et seulement si 'image réciproque par f de tout ensemble [a, 00]
est dans .#. La premiére équivalence est claire. La seconde s’obtient
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en écrivant tout intervalle de R a I'aide des [a, oc] : par exemple
oo
Jo o0] = (fex = 1/m,00],
n=1
[—OO, Ck[: [a7 OO]Cv
[—OO, 04] :]a’ OO]C:
puis on fait des intersections, et on utilise bien-siir I’exercice 1.4.

Si f et g sont deux fonctions mesurables sur X a valeurs réelles et
®: R? — R est mesurable par rapport aux tribus boréliennes, alors
®(f,9): X — R est mesurable. En effet, si I est un intervalle de R

(1.1) o(f,9)7 (1) = (f.9)" (271(]))
et comme ®!(I) est un borélien de R? il suffit de montrer que (f,g): X —
R? est mesurable. Or si I et J sont des intervalles de R,

(f,9) (I x J) = fHI) ng~(J).
On conclut encore avec l'exercice 1.4, et avec le fait que la tribu boré-
lienne de R? est engendrée par les pavés.

Conséquence : toutes les opérations mesurables sur les fonctions me-
surables donnent des fonctions mesurables. La somme, le produit, le
sup, l'inf de deux fonctions mesurables est mesurable.

Soit f,,n > 1 une suite de fonctions mesurables & valeurs dans R.
alors la fonction g = sup,,~; f, est mesurable. En effet,

g (Ja,od]) = | £ ' (o, o0)).
n=1
De méme, la fonction

h =limsup f, = nllrg] (sup fn>

n—00 n>m

est mesurable.

Si pour tout z, la suite f,(x) converge vers f(x), alors f est mesu-
rable.

Une fonction f a valeurs complexes est mesurable pour les tribus
boréliennes si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire
sont mesurables (cela résulte de (1.1), et de 'engendrement de la tribu
borélienne de R? par les pavés, et de I'exercice 1.4).

Définition 1.4. Si X est un espace topologique et M = A est la tribu
borélienne de X, alors une fonction mesurable est appelée une fonction
borélienne.
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Les fonctions continues sont boréliennes. En effet, I'image réciproque
d’un intervalle ouvert par une fonction continue est un un ouvert, par
définition de la continuité. Et encore une fois, on utilise ’exercice 1.4.

Définition 1.5. Une fonction est étagée si elle ne prend qu’un nombre
fini de valeurs. Une fonction mesurable étagée f sur un espace mesu-
rable (X, #) est donc une combinaison linéaire de fonctions caracté-
ristiques d’ensembles mesurables

N
F=Y a1y, (Ae)
=1

Exercice 1.5. Montrer que si on prend les A; de la forme f~!({a;}) ou
les a; sont toutes les valeurs prises par f, alors on obtient une écriture
canonique unique de f, oil les A; sont disjoints et forment une partition

de X.

Proposition 1.6. Soit (X, . #') un espace mesurable et soit f une fonc-
tion mesurable & valeurs dans [0, 00|. Il existe une suite croissante (uy,)
de fonctions mesurable étagées a valeurs dans [0, 00|, telle que pour tout
r e X,

lim u,(x) = f(z).

n—oo

Démonstration. Pour n > 0 et 1 <17 < n2", posons

An,i:{x; Z2_n1 Sf(x)<22_n}v

Ces ensembles sont mesurables. On définit
n2" .

-1
Un:ZZ la,, +nlg,.

2n
=1

Montrons que wu,, < u,.1. Pour cela, on écrit
Ani=Ant12i-1 U Apir o

Siz € Apyi2i-1, alors

21—2 1—1
) et six € An+1,2i7
2i—1 -1

Upy1(x) = oot~ o = Uy, (x).
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Ensuite, on remarque que B,, est la réunion de B,y et des A, 41, @
variant de n2"™ + 1 a (n+ 1)2"". Si x € B, 41,

Uns1(T) =n+1>n=u,(x),
et si x appartient a I'un des 4,1,

i—1 _ n2ntt
Unt1(2) = ontl = on+l Un ().

Montrons ensuite que pour tout x, u, (x) converge vers f(z). Si f(z) =
oo alors u,(x) = n, c’est clair. Si f(x) < oo, on prend n > f(z) et on a

() < f(2) < un(z) + 2in

Remarquons que si f est bornée, la convergence est uniforme.

Définition 1.7. Une mesure sur un espace mesurable (X, .#) est une
application p: A — |0, 00| vérifiant
(a) p(®) = 0,

(b) si (Ay) est une suite d’ensembles mesurables deux & deux dis-

joints,
n=1 n=1

Le nombre u(A) est appelé la mesure de ’ensemble mesurable A, la me-
sure (X)) est appelée masse totale de la mesure p, et si u(X) = 1, u est
une mesure de probabilité. Un espace mesuré est un triplet (X, # ),
ot p est une mesure définie sur l’espace mesurable (X, #).

On peut remarquer que (a) et (b) impliquent :
(c) si A; et Ay sont deux ensembles mesurables disjoints,

(A1 U As) = p(Ar) + p(A).
En effet, il suffit de prendre A, = 0 pour n > 3.

Exemple 1.3.
La mesure de Dirac 6, sur (X, Z(X)) est définie par

0(E)=1 si z€E, 6,(E)=0 sinon.

Exemple 1.4.
La mesure de comptage p sur (X, Z(X)) associe & E le nombre
d’éléments de E.
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Exercice 1.6.
Toujours avec (X, (X)), on considére une suite (x,) de points de
X et une suite («,) de nombres > 0. Posons

wE)= Y an
n, rn€l
Montrer que p est une mesure sur (X, Z(X)). Une telle mesure est

apelée une mesure discréte. On peut remarquer que =Y a,0,, .

Remarque 1.3. Si p est une mesure sur (X, .#) et .#' est une sous-
tribu de .#, alors y induit canoniquement une mesure sur (X, .#’). La
réciproque est bien évidemment fausse.

Si X est un espace topologique et A est la tribu borélienne de X,
une mesure sur 'espace (X, %) est appelée mesure borélienne.
Nous montrerons au chapitre 2 que sur ’espace mesurable

(R, Z(R)),
il existe une unique mesure A, telle que
Ala, b)) =b—a.

Définition 1.8. Cette mesure est appelée la mesure de Lebesque sur R.

1.2. Intégrale des fonctions positives.
Conventions

a+oo=00+a=00 si ac€]|0, 00,
aco =ooa =00 si a €0, 00],
0oo = 000 = 0.
Fixons pour cette partie un espace mesuré (X,.#, ). Nous allons
d’abord définir 'intégrale d’'une fonction mesurable étagée, puis cette

définition sera étendue aux fonctions positives par passage a la borne
supérieure.

Définition 1.9. Soit f une fonction mesurable étagée a valeurs dans
[0, 00]. On désigne par v, ..., ay les valeurs prises par f et on note

B = f~({ay})-
L’intégrale de f est définie par

N
/deu = Z a;p(E;).
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On aimerait bien pouvoir se passer de la forme canonique d’une fonc-
tion étagée pour calculer son intégrale, et avoir aussi une propriété de
linéarité.

Proposition 1.10. 5%

f = ZaijAz‘

ot les a; sont dans [0, 00] et les A sont mesurables, alors

/ fdu = am(Az»).

Démonstration. 1l existe des ensembles mesurables disjoints Cj, 1 <
k < p, tels que tout ensemble A; soit réunion de certains C}, prendre p =
2™ (ou p < 2" si des intersections sont vides) et toutes les intersections
possibles non vides des A; et A :

p
1AI = E Eik ]le7
k=1

ou ey, =181 Cy C A; et g =0 sinon. On a donc

p
= ewnl(Ch).
k=1

La fonction f s’écrit

p

n P n
F=3 (zl) _ (z ) Io..
=1 k=1 k=1 i=1

Si x appartient & C}, alors

n

flz) = Z i€ ;-

i=1
L’ensemble E; est donc égal & la réunion des Cj, pour lesquels

n

E ;i = Q.

=1

On pose pour j € {1,..., N},

I = {k; e{l,...,p}, Zaﬁik :Oéj-}-
i=1
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Les ensembles I; forment une partition de {1,...,p}. Par suite, I'inté-
grale de f s’écrit
N
/ fdp =2 a;u(E))
X =
N
= Z a; Z 1(Ck)
7=1 kelj
N
3 (X (S e
7=1 kel; i=1

i

—zaz (z )

i=1

i=1

3

3

O

On considére maintenant une fonction f mesurable a valeurs dans
[0, 0.

Définition 1.11. L’intégrale de f est définie par

/fdu:sup{/ udp, ue &X . A), ogugf},
X X

ot E(X M) désigne l'ensemble des fonctions mesurables étagées défi-
nies sur X. C’est un nombre positif, éventuellement infini.

On vérifie les propriétés suivantes de l'intégrale.
a) Si f et g sont deux fonctions mesurables & valeurs dans [0, co| et

si f < g, alors
[ ran< [ gan
X b's

En effet, toutes les fonctions u qui minorent f minorent aussi g.
b) Si A est un nombre réel positif, alors

/XAfdu:A/deu.
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Ici on établit avec la multiplication par A\ > 0 une correspondance
bijective entre les fonctions qui minorent f et celles qui minorent Af.
¢) Si F est un ensemble mesurable, on note

/Efduz/xfllEdu-

Si u(E) = 0, alors [, fdu = 0. En effet, toute fonction étagée u qui
s’annule sur E° vérifie alors [, udp = 0.

Remarquons que l'additivité de l'intégrale n’est pas évidente. On
commence par établir le résultat suivant.

Théoréme 1.12. (théoreme de convergence monotone, ou de Beppo-
Lewi).

Soit (f,,) une suite croissante de fonctions mesurables a valeurs dans
0, 00]. Posons

f() = lim f,().

n—o0

Alors la fonction f est mesurable et

/fdu: lim/fnd,u.
X n—oo X

On commence par établir le lemme suivant.

Lemme 1.13. Soit u une fonction étagée a valeurs dans [0, 00]. Pour
un ensemble mesurable E on pose

V(E) = /E wdp.

Alors v est une mesure sur l’espace mesurable (X, 4 ).

Démonstration. On écrit

n

U= E CLZ‘]IA“

=1
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avec a; > 0, A; € . Soit (Ey)i>1 une suite d’ensembles mesurables
deux a deux disjoints et soit E leur réunion. Alors

v(E) = Z a;u(A; N E)

i=1

O

Démonstration. du théoréme 1.12
La fonction f est mesurable car elle est la limite simple des fonctions

fn- La suite des intégrales fndp étant croissante, elle a une limite

X
a. Puisque f, < f, on a

/andué/xfdﬂ
ag/de,u.

Soit u une fonction mesurable étagée telle que 0 < u < f. Montrons

que
/ udp < a,
X

ce qui donnera en prenant le sup sur toutes les fonctions u < f étagées :

/fduéa,
X

et le théoréme sera démontré.
Soit ¢ €]0, 1[. Posons

E,={z € X, fu(r) > cu(x)}.

Les ensembles FE,, sont mesurables, F, C E, .1, et

G b, =X.
n=1

donc



16 CALCUL INTEGRAL

D’autre part,

(1.2) [ vz [ fadnze [ udn
X En mn

d’aprés le lemme et la propriété lim v(E,) = v(X) (voir TD),
n—00

lim ud,u:/ud,u,
En b's

n—oo

donc en passant a la limite dans (1.2) :

a = lim fndpzc/ wdp,
X

n—oo X

aZc/udu.
X

Cette inégalité étant vraie pour tout ¢ < 1, on a

az/udu
X

aZ/deu.

Corollaire 1.14. (lemme de Fatou) Soit (f,) une suite de fonctions
mesurables & valeurs dans [0, 00]. Alors

/ liminf f, dp < lim inf/ frndp
X - Jx

n—oo n

ce qui implique

ce qui implique

4

Démonstration. La suite des fonctions
= inf
gk = in kfn

est croissante de limite liminf, . f,,. La suite des nombres

o = inf /X Fudn

est croissante de limite lim inf / fadp. Pour n >k, gr. < f,, donc
X

n—o0

/ grdp < / fndp
X X

/ grdp < ax = inf / fndp,
X nzk Jx

ce qui donne
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et d’apres le théoréme de convergence monotone 1.12,

k—o0

lim [ gpdu= / liminf f, du.
X X n—oo
Finalement,

/ liminf f, dp < lim a; = lim inf/ fndu,
X k—o00 X

n—oo n—oo

ce qui prouve le lemme. O

L’inégalité peut étre stricte, comme le prouve I'exemple X =|0, oo],
() = ne ™ qui donne
fa(®) , d

/ falz)de =1
0
alors que f,(z) converge vers 0 pour tout z.

On peut maintenant établir 'additivité de I'intégrale.

Proposition 1.15. Soient f et g deux fonctions mesurables a valeurs
dans [0, 00]. Alors

/X(f+g)du=/xfdu+/xgdu-

Démonstration. Si f et g sont étagées,

n p
fzzai]lAi; gzzbj]IBj,
=1 =

alors on a déja établi que

/X(f +9g)du = Z aip(A;) + Z b (B;)

:/de,u+/ng,u.

Si f et g sont mesurables, il existe des suites croissantes de fonctions
mesurables étagées u,, et v, telles que

Tim w,(2) = f(r). lim v, (2) = ().

/(un+vn)du:/undu+/vndp,
X X X

Pour tout n,
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et par convergence monotone,
/(f+g)du=/ fdu+/ gdp.
X X X

Cette propriété d’additivité se généralise comme suit.
Théoréme 1.16. Soit (f,) une suite de fonctions mesurables & valeurs

dans [0,00]. La fonction F = Z fn est mesurable et

n=1

Fj— /fndu-
Jora=3 .

Démonstration. Si on pose F, = ka, on a d’apreés la proposition
k=1

F,du = /fdu.

La suite des fonctions F), est croissante de limite F', donc la suite des

précédente

intégrales / F,, dp converge vers [ « F'dp. Or cette suite est aussi égale
X

a Z / fr du, qui converge vers Z / fr dp. Identifiant les limites, on
k=17X k=17X
obtient le résultat. 0

Une conséquence de ce théoréme est le résultat suivant. Soit hA une
fonction mesurable positive ou nulle sur X. Pour un ensemble mesu-

rable E, on pose
v(E) = / hdyp.
E

Alors v est une mesure sur X, on dit que p est la mesure de densité h
par rapport a u.

1.3. Fonctions intégrables.
Soit (X, ., ;) un espace mesuré.

Définition 1.17. Une fonction f définie sur X a valeurs complexes
est dite intégrable si elle est mesurable et

/X\fldﬂ< 00.
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Si f est a valeurs réelles, lintégrale de f est par définition le nombre

/deuzfxﬁdu—/xf-du,

ot les fonctions ft et f~ sont définies par
fHx)=f(x) si f(z)>0, fHx)=0 s f(x)<0,
[ @) =—f(z) s flx) <0, f(x)=0 s f(z)>0

St f est a valeurs complexes, f = u+1v, ot u et v sont des fonctions
a valeurs réelles, 'intégrale de f est définie par

/fd,u:/ud,u+i/vd,u.
b'e X X

L’ensemble £ (X, ., 1) des fonctions intégrables est un espace vec-
toriel sur C et, si f et g sont intégrables, a € C,

/X(f+g)du=/xfdu+/xgdu,
/X(Oéf)d/ubza/xfdu-

Lorsque (X, ., ) = (R, Z(R), A), ot A est la mesure de Lebesgue,
on dira que les fonctions de Z (X, .4, ) sont intégrables au sens de
Lebesgue, pour distinguer cette notion de 'intégrabilité au sens de Rie-
mann. Nous verrons dans la section 2.4 qu’une fonction intégrable au
sens de Riemann est intégrable au sens de Lebesgue. On notera

B
}aﬁ[fd)\ = /a f(z)dx.

Proposition 1.18. Si f est une fonction intégrable,

/deu‘é/xlfldu-

Démonstration. Il existe un nombre complexe o de module 1 tel que

/deu—a /deu

La partie réelle de af, notée Z(af), vérifie Z(af) < |f|, par suite

/deu =a/xfdu=/xafdu

- /X R(af) dy < /X fld.
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On donne maintenant un énoncé provisoire du deuxiéme théoréme
fondamental de la théorie de l'intégration, le théoréme de convergence
dominée.

Théoréme 1.19. Soit (f,,) une suite de fonctions intégrables vérifiant
(i) fn converge simplement vers f, i.e. pour tout v € X,

Jim fu(x) = f(x),

(11) il existe une fonction positive intégrable g telle que pour tout n
et pour tout x,

Alors la fonction f est intégrable, et

lim fn dp = / fdu.
X

n—oo

Démonstration. La fonction f est mesurable comme limite simple d'une
suite de fonctions mesurables, et puisque | f| < g, f est intégrable. Nous
allons montrer que

i [ 1o 7ldn=0.
n—oo X
L’énoncé s’en déduira, puisque

/andu—/xfdu]s/X|fn—f|du.

On applique le lemme de Fatou a la suite de fonctions

On obtient
/ 2¢gdyu gliminf/ (29 = |fu — f]) dp
X n—oo X
:/ di,u—limsup/ | fo — fldp,
X n—oo X

qui donne

limsup/ | fn — fldp =0,

n—o0 X

puis

lim / \fu — f| dp = 0.
n—oo X
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Définition 1.20. Un ensemble N est dit négligeable s’il est mesurable
et de mesure nulle.

Une réunion dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable.
On dit qu’une propriété P a lieu presque partout sur une ensemble F
s’il existe un ensemble négligeable N tel que la propriété ait lieu en
tout point de E'\ N. Par exemple, on dit que deux fonctions sont égales
presque partout, et on note

flx)=g(z)  pp.

s’il existe un ensemble négligeable N tel que f(x) = g(x) pour tout
x € N°€. Si f et g sont deux fonctions intégrables égales presque partout,
alors leurs intégrales sont égales. De méme, on dit qu’une suite de
fonctions (f,,) converge presque partout vers f et on note

lim fo(z) = f(x)  pp.
s’il existe un ensemble négligeable N tel que
Tim f,(z) = f(z)
pour tout x € N°.

Proposition 1.21. Soit f une fonction mesurable a valeurs dans [0, co].
(i) Pour tout nombre a > 0,

pfo f@) zan < [ fau
(i1) Si / fdu=0, alors f est nulle presque partout.
X

Démonstration. (i) Posons
E, = {iL‘, f(x) > Oé}.
Alors f > alg, donc

/fWZw@J

X

(ii) Si / fdp =0 alors pour tout a > 0, u(E,) = 0, et I'ensemble
X

{z, f(z) >0} = U Eim

est négligeable. 0
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Si f est une fonction mesurable & valeurs dans [0, 0] et d’intégrale
finie, alors
N={xe X, f(x)= o0}
est négligeable, i.e. f est finie presque partout.
Dans la suite, nous serons amenés a considérer des fonctions f qui ne
sont définies que presque partout, c¢’est a dire dans le complémentaire
d’'un ensemble négligeable.

Définition 1.22. Une fonction f définie dans le complémentaire d’un
ensemble négligeable N est dite mesurable si la fonction f, définie par

~

f(.r):f(x) si ¢ N, f(x)=0 si x €N,

est mesurable. De méme, f est dite intégrable si f ’est, et on pose

/deuzfxfdu-

Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue peut alors étre
reformulé de la fagon suivante.

Théoréme 1.23. (de convergence dominée) Soit (f,) une suite de
fonctions intégrables vérifiant

- pour presque tout x, la suite (f,(x)) a une limite f(x),

-1l existe une fonction positive intégrable g telle que, pour tout n et
presque tout x,

|fu(@)] < g().

Alors la fonction f (qui en général n’est définie que presque partout)
est intégrable et

n—oo

lim frndp = / fdpu.
X X
La preuve est laissée en exercice.

Théoréme 1.24. (intégration terme a terme d’une série) Soit (f,) une
suite de fonctions mesurables.

(i) On a ) }
/X(;w) duznz;/xlmdu,

les deux termes pouvant prendre des valeurs finies ou infinies.
(i1) si les deux membres sont finis, chaque fonction f, est intégrable,

et la série
> falx)
n=1
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converge presque partout. Sa somme est une fonction intégrable et

[(S5) =% f o

Démonstration. (i) Posons

D’aprés le théoréeme 1.16,

/){deo:g/){\fnldu.

(ii) si G est intégrable, G(x) est fini presque partout, la série

> (@)

converge presque partout, et il en est donc de méme de la série

> falx)

Notons F'(z) la somme de cette série. La fonction F' est définie presque
partout. Posons
r) = flz)
k=1

lim F,(x) = F(x),

n—oo

Pour presque tout =z,

et
|<Z|fk )| < G(z).

Nous pouvons donc appliquer le theoreme de convergence dominée 1.23 :

/ Fdy = lim F, du
b's X

n—oo

=t 3 [ g

2 / Jwdp.
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Définition 1.25. On dit que [’espace mesuré (X, # ,u) est complet
si toute partie d’un ensemble négligeable est mesurable. En général ce
n’est pas le cas, cependant, s’il n’est pas complet, il est possible de le
compléter. On définit la tribu complétée comme suit : une partie E de
X appartient a la complétée A" de M (pour p) s’il existe A, B € M
tels que
ACECB et pu(B\A) =0,

et on pose i/ (E) = p(A).

Exercice 1.7. important
Montrer que .’ est une tribu, et que y’ est une mesure sur .Z’ qui
coincide avec p sur ..

1.4. Continuité et dérivation sous le signe somme.

Soient (X, ., ;1) un espace mesuré et A un intervalle de R ou un
ouvert d’un espace métrique localement compact. Soit f une fonction
définie sur X x A a valeurs complexes telle que, pour tout A € A, la
fonction = +— f(x, \) soit intégrable. Posons

F(\) = /X £, Ndp.

Nous étudierons dans cette section les propriétés de continuité et déri-
vabilité de F'.

Théoréme 1.26. (continuité)
Supposons que
(i) pour presque tout x, la fonction X — f(x,\) est continue sur A ;
(i1) pour tout compact K C A, il existe une fonction intégrable posi-
tive g sur X telle que pour tout A € K et presque tout x,

[f (2, M| < gx ().
Alors la fonction F est continue sur A.

Démonstration. Soient Ao, € A et (\,,) une suite de nombres de A qui
converge vers \,. Il s’agit de montrer que

lim F(\) = F(A0).

Posons
fulx) = f(2,An).
Par hypothese,

lim f,(x) = f(x,\) p-presque partout.
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Soit K un voisinage compact de Ay. Il existe un entier N tel que si
n > N, alors A\, € K et donc

|fu(2)| < gr(z) p-presque partout.

Nous pouvons appliquer le théoréme de convergence dominée 1.23 :

i [ fud= [ S A
X X

n—oo
c’est a dire
lim F(\,) = F(A).

n—oo

Dans I’énoncé suivant, on suppose que A est un intervalle de R.

Théoréme 1.27. (dérivabilité)
Supposons qu’ il existe un ensemble négligeable N tel que
(i) pour tout x ¢ N, la fonction X — f(x,\) est dérivable sur A ;
(11) pour tout compact K C A, il existe une fonction intégrable posi-

tive gx sur X telle que, pour tout x € N et pour tout A € K,

of

a(ma /\)

Alors la fonction F est dérivable sur A, de dérivée

F’()\):/X%(m,)\)du(x).

Démonstration. Soit Ao, € A et (h,) une suite de nombres réels non
nuls qui tend vers 0 et telle que pour tout n, Ao + h,, € A. Posons

onlz) = hi (P& hoo + B) — £ 20))

< gk(z).

Pour z ¢ N,
. of
Jim pn(2) = 537 (2, A).

Par conséquent, la fonction x %(m, Aso) €st mesurable. Soit 6 > 0,
et posons K = [Ay — d, Ao + 0] N A. 1l existe un entier ng tel que si
n > ny, alors |h,| < 6. Du théoréme des accroissements finis, on déduit
que, si n > ng, et pour x € N,

of
5(377/\)

D’aprés le théoréme de convergence dominée 1.23,

) af
lim nd :/—x,)\ood x),
ol XaA( )dpu(x)

n—o0

|on ()] < sup < gx(@).

AeK
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ce qui s’écrit aussi

. F(>\oo + hn) B F()‘oo) _ af
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2. MESURE DE LEBESGUE

Nous allons montrer dans ce chapitre qu’il existe une unique mesure
sur la tribu borélienne de R telle que la mesure d'un intervalle soit
égale a sa longueur. C’est la mesure de Lebesgue de la droite réelle.
Pour cela, nous établirons d’abord un théoréme de prolongement qui
sera aussi utilisé ultérieurement pour la construction du produit de
deux mesures au chapitre 3.

2.1. Un résultat d’unicité.
Une famille € de parties de € est appelée un \-systéme si
(1)si A,Be % et BC A, alors AAB=ANDB“€%,
(2) € est stable par réunion monotone croissante

Aie%,iEN, AiCAz'—H = UAZE%
ieN

Si & C Z(X), on désigne par A\(&) le A\-systéme engendré par &,
c’est a dire I'intersection de tous les A-systémes qui contiennent &.

Pour que la définition d’un A-systéme engendré par & ait un sens, il
faut vérifier que l'intersection d’un nombre quelconque de \-systémes
est un \-systeéme.

En fait on ne s’intéresse pas vraiment aux A-systémes en eux-mémes,
on cherche & montrer que ce sont des tribus dans certaines situations.

Proposition 2.1. Un \-systéeme stable par intersection finie et
contenant X est une tribu.

Démonstration. 11 s’agit d’établir la propriété (iii.d) des tribus. Pour la
réunion finie, on écrit

AUB = (AN B9)°.
Pour la réunion dénombrable croissante, on écrit
U4a.=UJ (U Am) :
neN neN \m=0

O
On arrive au résultat principal concernant les classes monotones.

Théoréme 2.2. (des classes monotones). Soit & une classe de parties
de X stable par intersection finie, et contenant X. Alors le A-systéeme
engendré par & est égal a la tribu engendrée par & .

Démonstration. 1l est clair que A\(&) C o(&), puisque o(&) est un A-
systéme qui contient &.
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Pour la réciproque, il suffit de montrer que A\(&’) est stable par in-
tersection finie. Soit

M={Ae)X&),VBeé& ANBel&)}.

a) L’ensemble \; contient & par définition.
b) L’ensemble A; est un A-systéme :
(1) Soient A,C € Ay, C C A. Montrons que A\C € \;. Soit B € &.
Alors
(AANC)NB=(ANB)\(CNB)eE);
(2) Soit (A,) une suite croissante d’éléments de A\;. Montrons que

U,A,, € \i. Soit B € &. Alors

(U An) NB=|JA.nB) e &)

On déduit de a) et b) que A\; = A(&). Soit maintenant
M={Aec &), VBeA&), ANBe &)}

Montrons que Ay = A(&), et la preuve sera achevée.

b’) L’ensemble A; est un A-systéme, c’est la méme preuve que pour
AL

a’) Montrons que Ay contient &. Soit B € &. Pour tout C' € A\(&),
C € A\, donc BNC € A\(&). Cest vrai pour tout C, donc B € X\y. O

Théoréme 2.3. Soient p et v deux mesures sur (X, .#), et € une
classe de parties de X wvérifiant les propriétés suivantes :

(i) la tribu engendrée par € est M ;

(ii) pour tout A € €, u(A) =v(A) < oo,

(11i) la classe € est stable par intersection finie ;

(iv) il existe une suite croissante (X, )n>1 d’éléments de € telle que
X =U,X,.

Alors les mesures |1 et v sont égales.

Démonstration. Notons pu,, et v, les restrictions de p et v a X, : par
définition, p,(A) = u(AN X,). Pour tout A € .#, on a

u(A) = li7rln n(A), v(A) = li}ln vn(A).

I1 suffit donc de montrer que u,, = v, pour tout n.
Dans la suite, on fixe n. Pour tout A € ¢, on a ANX,, € € par (iii),
donc
pn(A) = v, (A) < 0.
On a aussi
fin(X) = v, (X) < 00,
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puisque X N X,, = X,, € €. Par conséquent, u, et v, coincident dans
la classe €' = € U{X}. Par ailleurs, la classe ¢” engendre la tribu .#
et est stable par intersection.

Soit 7 la classe des A € A tels que pu,(A) = v,(A). On vérifie
aisément que Z est un A-systéme qui contient €”’. En vertu du théo-
réme 2.2, et comme ¥ C .# par construction, on a en fait ¥ = .#,
ce qui veut dire que p,(A) = v,(A) pour tout A € #, et par suite
M = Up. L]

On obtient alors le résultat suivant.

Corollaire 2.4. Soient i et v deuxr mesures sur (X, .#). Si elles coin-
cident sur une algébre o/ engendrant la tribu .# et sont o-finies sur
< , elles sont égales.

2.2. Un théoréme de prolongement.

Soit X un ensemble et &7 une algébre de Boole de parties de X Dans
cette section, les ensembles de &7 seront appelés ensembles élémen-
taires, et une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’en-
sembles élémentaires sera appelée fonction élémentaire.

Théoréme 2.5.

Soit p une application de &/ dans [0,00] telle que, si (A,) est une
suite d’ensembles de of deux a deux disjoints dont la réunion A est
dans </, alors

u(A) = p(Ay).

On suppose que | est o-finie, c’est a dire qu’il existe une suite d’en-
sembles X,, de o tels que pour tout n, p(X,) < 0o, et dont la réunion
est égale a X. Alors j se prolonge de facon unique en une mesure sur
la tribu A engendrée par o .

Ce prolongement, que nous noterons [, posséde les propriétés sui-
vantes.

(1) Soit E un ensemble mesurable. Pour tout ¢ > 0, il existe une
suite (A,) d’ensembles élémentaires telle que

Ec DAn,

n=1

et

ZN(ATL) < u(E) +e.
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(2) Soit f une fonction intégrable relativement a [’espace mesuré
(X, A, ). Il existe une suite (f,,) de fonctions élémentaires intégrables
telle que

n—oo [y

Démonstration. L’'unicité résulte du corollaire 2.4.

La démonstration de l'existence se fait en plusieurs étapes.

(a) Soit (A,) une suite d’ensembles élémentaires dont la réunion
contient un ensemble élémentaire A. Montrons que

p(A) < p(Ay).

Posons
B,=ANA,,

n n—1
Co = B\ (U Bk> :
k=1 k=1
Cl - Bl.

Les ensembles (), sont élémentaires, deux a deux disjoints, et

A:GBH:GCN, C,CB,CA,,

n=1 n=1

donc

[e.9]

p(A) =" pu(Co) < p(An).

On définit la mesure extérieure p*(E) d’une partie £ de X par

(*(E) = inf {Zu(An), A,ed, EC|/ An} .
k=1 n=1

D’aprés ce qui précede, si E est un ensemble élémentaire, alors p*(E) =
n(E).

(b) Montrons que si (E,,) est une suite de parties de X, de réunion
E alors

p(E) <> pr(En).
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Si pu*(E,) = oo pour un certain n, ¢’est évident. Supposons que p*(E,) <
oo pour tout n. Soit € > 0. Pour tout n, il existe une suite d’ensembles
¢lémentaires A, telle que

E, CUAnka ZM nk) < (B )+2—n
Puisque

E C EOJ [OJA”JW

n=1k=1
il en résulte que

Cette inégalité ayant heu pour tout € > 0, on obtient

E) <> u(E,)

(c) La différence symétrique de deux parties A et B de X est 'en-
semble
AAB = (A\B)U (B\A),
ce qui peut se traduire par
laap = |14 — 15/
Définissons 1’écart de A et B par
d(A, B) = u*(AAB).
On établit sans peine les propriétés suivantes :
(A, B) <4(A,C)+4(C,B)
(car A\B C (A\C) U (C\B)),
d(A1 U Ay, By U Bs) < (A1, By) + 6(As, Bs)
(car (A3 U Ay)\(B1 U By) C (A1\B1) U (A2\By)),
(A1 N Ay, By N Bsy) < §(Ay, By) + 6(Az, By)
(car (A1 N Ay)\(B1 N By) C (A1\B1) U (A3\By)),
d(A1\ Az, B1\B2) < §(Ay, By) + 0(Ay, Bs)
(car (A1\A2)\(B1\Bz) C (B2\Az) U (A1\B1)),
1 (A) — 1 (B)] < 6(A, B)
(car A C BU(A\B)).
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Une partie E' de X est dite intégrable s’il existe une suite d’ensembles
¢lémentaires A, tels que p(A,) < oo pour tout n, et

lim §(A,, E) = 0.

n—oo

Si E et F sont des ensembles intégrables, alors E U F, EN F et E\F
sont intégrables, en raison des inégalités vues plus haut. Soit E une
partie de X. S’il existe une suite (£,) d’ensembles intégrables telle que

lim §(E,, E) =0,

n—oo

alors F est intégrable (ceci se déduit encore des inégalités plus haut).

Notons .#" I'ensemble des parties de X qui sont réunion de suites
d’ensembles intégrables. Nous allons montrer que .#Z" est une tribu, et
que la restriction de p* a .#' est une mesure sur 'espace (X, .#").

Remarquons que &7 C .#, donc si .#' est une tribu, alors .# C 4.

(d) Montrons que si A et B sont deux ensembles intégrables, alors
p(A) +p*(B) = p (AU B) + (AN B).

Il existe deux suites (A,) et (B,) d’ensembles élémentaires telles que,
pour tout n, u(A,) < oo, u(B,) < oo, et

lim §(A,, A) =0, lim §(B,,B)=0.

n—oo n—o0

Des propriétés de I’écart 0, il résulte que
nlLIElO (A, UB,,AUB) =0, 7}13010 (A, N B,,ANB) =0,
et pour tout n,
i (An) + " (Bn) = p*(An U By) + 1" (An N By).

(égalité de p* et p sur les ensembles élémentaires). La relation annoncée
s’en déduit par passage a la limite.

(e) Montrons que si (E,) est une suite d’ensembles intégrables deux
a deux disjoints de réunion F, alors

D’aprés (b),
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D’aprés (d), pour tout N,
N N
" (U E) S B,
n=1

donc
N
p(E) > pr(En),
n=1
et par suite
pH(E) = (B
n=1

(f) Soit E' un ensemble de .#" tel que p*(E) < co. Montrons que E
est intégrable.

L’ensemble E est une réunion d’une suite d’ensembles intégrables E,
que 'on peut supposer deux a deux disjoints, donc, d’apreés (e),

iw(E) =S W (B,

et par suite

N
7’L11—>Ht>106 <L_J1EH,E> =0

car ce nombre est égal a

,u*< U En>: Z N*(En>a
n=N+1 n=N-+1

donc E est intégrable.

On déduit de (e) et (f) que si (E,) est une suite d’ensembles de .#"
deux a deux disjoints de réunion F, alors

H*(E) = ZM*(En)

En effet, si p*(E) < oo, alors E est intégrable et les E,, aussi d’aprés
(f), on se raméne donc a (e). Si p*(E) = oo, alors comme on a toujours

W(E) <Y 0 (E)

d’aprés (b), égalité est aussi vérifiée.
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(g) Montrons que .’ est une tribu.

Il est clair qu’une réunion d’une suite d’ensembles de .#Z’ appar-
tient & .4’ : toute réunion de suite de réunion de suite d’ensembles
intégrables est une réunion de suite d’ensembles intégrables. Montrons
que le complémentaire £ d'un ensemble de .#’ appartient aussi a
A'. L’ensemble E est réunion d’une suite d’ensembles intégrables Ej.
D’autre part, nous savons qu’il existe une suite (X,,) d’ensembles élé-
mentaires intégrables dont la réunion est égale & X. De la relation

X, NE = J(X,NE),

k=1

on déduit que X,, N E est intégrable. De méme,
Xo\E =X, \(X,NE)

est intégrable. par suite,

[e.o]

E = J(X\E)

n=1

appartient a .Z'.

Remarquons que la tribu .#’ contient la tribu .# , puisqu’elle contient
. De plus, p* définit une mesure sur .#’ qui prolonge u sur <.

(h) Soit f une fonction intégrable relativement a l’espace mesuré
(X, A, 1), et soit ¢ > 0. De la proposition 1.6 et du théoréme de
convergence dominée 1.23, il résulte qu’il existe une fonction intégrable

étagée g telle que
€
_al< Z
/X|f 9=z

et de la définition des ensembles intégrables, il résulte qu’il existe une
fonction intégrable élémentaire h telle que

€
—h| < =.
; l9—hl < 3

Par suite,

|f —h|<e

X

U

Dans la suite nous aurons besoin de la propriété suivante qui se
déduit directement de la partie (2) de I’énoncé du théoréme de prolon-
gement 2.5.
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Proposition 2.6. Soit f une fonction intégrable relativement a l’espace
mesuré (X, #,u). Il existe une suite (ug) de fonctions élémentaires
intégrables telles que

f@) =Y w@) po.

Z/ |ug|dp < oo.
k=1"%X

Démonstration. il existe une suite (f,) de fonctions élémentaires inté-
grables telle que

lim / | fu — fldp = 0.
n—oo X

On peut extraire de la suite f,, une sous-suite f,,, telle que

k=1

Posons
Ulzfn17 U’k:fnk_fnk71 (/{322)

La suite u;, convient. O

2.3. Mesure de Lebesgue sur R.

Soit o7 I'algébre de Boole engendrée par les intervalles de R : un en-
semble de &7 est une réunion finie d’intervalles (que I’on peut supposer
deux & deux disjoints). soit A 'application définie sur o a valeurs dans
[0, 00] de la fagon suivante : si

ol les ensembles [,, sont des intervalles deux a deux disjoints d’extré-
mités a,, et b, alors

ME) =Y ML) =Y (by — ay)

On vérifie aisément que cette expression ne dépend pas du découpage
de E en union disjointe d’intervalles. Il y a en fait une décomposition
canonique : les I,, sont les composantes connexes de E.
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Théoréme 2.7. Soit (E,) une suite d’éléments de o/ deux o deux
disjionts dont la réunion E appartient aussi a <. Alors

AE) =) ME,).

Avant de démontrer ce théoréeme, notons que le théoréme de prolon-
gement 2.5 nous permet d’en déduire

Théoreéme 2.8.
(i) 1l existe une mesure unique A sur la tribu borélienne de R telle
que, si I est un intervalle d’extrémités a et b,

AI) = |b—al.

(ii) De plus, si E est un ensemble borélien de mesure finie, pour tout
e > 0 il existe une suite (I,,) d’intervalles telle que

EC U I,
n=1
et
D> M) S ME) +e.
n=1

(111) Si f est une fonction intégrable, il existe une suite de fonctions
intégrables en escalier telle que

lim [ |f.— f|dX\ = 0.
n—oo R

Rappelons qu'une fonction en escalier définie sur un intervalle d’ex-
trémités a et f (—oo < o < B < 00) est une fonction f pour laquelle
il existe une subdivision

a=xg< T <...<x, =0,
et des nombres ay, ..., a,_1 tels que
flz)=ua; si x€|r;,zin]

Démonstration. du théoréme 2.7.

Elle se fait en plusieurs étapes.

(a) Montrons que si Iy,... I, sont des intervalles deux a deux dis-
joints, tous contenus dans un intervalle I, alors

i A1) < A(D).
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Notons ay, et by les extrémités de I, a et b celles de I. Nous pouvons
supposer, quitte a renuméroter les intervalles, que

&§G1§51§a2§---§bn§b:

et alors
n

Z(bk—ak) S b—a
k=1
(la différence des deux étant la somme des a;1 — b;).

(b) Montrons que si K = [a, b] est un intervalle fermé borné contenu
dans la réunion des intervalles ouverts Uy, =|ag, bx[ (k = 1,...,n), alors

AK) <> AUR).

L’extrémité a appartient a I'un des intervalles Uy, soit Uy,. Si by, < b,

il existe ko tel que by, appartienne a Uy,. Nous construisons ainsi une

suite d’indices k, jusqu’a ce que by, > b. Ainsi,
(lk1<(l<bk1, akm<b<bkm, aki+1<bki<bki+1,

et par suite
AK) <> AUy,
i=1

(la différence des deux étant la somme des by, — ay,
et bkm — b)

(¢) Montrons que si (I,,) est une suite d’intervalles dont la réunion
contient 'intervalle I, alors

MI) < iwn).

., ajoutée a a — ag,

Nous pouvons supposer que A(I,,) < oo pour tout n, sinon c’est clair.
Considérons d’abord le cas ot A\(I) < oco. Il existe un intervalle fermé
borné K C I tel que

AI) < MK) +¢,
et des intervalles ouverts U,, tels que I,, C U, et

AU,) < A1) + 227"

Les intervalles ouverts U,, recouvrent le compact K, on peut donc en
extraire un recouvrement fini, et, d’aprés (b),

ME) < i/\(Un).
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Par suite
1) <) AI) + 2.
k=1

Ceci étant vrai pour tout € > 0, le résultat annoncé s’en déduit.

Si A(I) = oo, pour tout A > 0 il existe un intervalle compact K
contenu dans [ tel que A\(K) > A. La démonstration se poursuit comme
précédemment.

(d) Montrons que si (I,,) est une suite d’intervalles deux a deux
disjoints dont la réunion est un intervalle I, alors

AI) =Y M)

De (a) il résulte que pour tout N

N
D A <
n=1
et d’aprés (c)
<> AU
n=1

(e) Montrons que si (£,,) est une suite d’ensembles élémentaires deux
a deux disjoints dont la réunion £ est aussi un ensemble élémentaire,

alors
> ME,) = AE).

Nous pouvons supposer que les ensembles F,, sont des intervalles.
L’ensemble E est la réunion d’intervalles I, k. = 1,..., N, que 'on
peut supposer deux a deux disjoints. D’aprés (d),

= i MIxNE,)
n=1

et aussi

N
Z/\ I.NE,)
k=1

La premiere égalité donne

N oo
:ZZA I,NE,)

k=1 n=1
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et le résultat annoncé s’en déduit en intervertissant les sommations et
en utilisant la deuxiéme. O

L’espace mesuré (R, B = Z(R), \) est invariant par translation, c’est
adirequesi Fe BetaceR, E+ae B et

AE +a) = A(E).

En effet, la tribu borélienne est la plus petite tribu contenant les in-
tervalles, et le translaté d’un intervalle est un intervalle, par suite le
translaté d’un borélien est un borélien. Soit ¢ un nombre réel. Pour
tout borélien F, posons

p(E) = AE +a).
Ceci définit une mesure p sur (R, %), et pour tout intervalle I,

pl) = A1),

donc = A.
On va montrer qu’a une constante multiplicative prés, A est la seule
mesure invariante par translation sur 4.

Proposition 2.9. Si p est une mesure sur (R, ) qui est invariante
par translation et pour laquelle la mesure d’un intervalle borné est finie,
alors il existe une constante c telle que 1 = cA.

Démonstration. Posons ¢ = ([0, 1[). Soit I = [a,b] un intervalle dont
les extrémités a et b sont des rationnels. Des propriétés d’additivité et
d’invariance de la mesure pu, on déduit que

(la,b]) = (b — a).

Par passages a la limite on en déduit la méme égalité pour les intervalles
a extrémités réelles, ouverts ou fermés a droite. Par sommes finies on
trouve que i = cA sur 'algébre de Boole engendrée par les intervalles.
Il ne reste plus qu’a appliquer le corollaire 2.4. O

Nous appellerons mesurable une partie de R appartenant a la tribu
complétée de la tribu borélienne 4 relativement a la mesure de Le-
besgue A, c’est a dire qu'un ensemble E est mesurable s’il existe deux
ensembles boréliens A et B tels que

ACECB et AB\A) =0.
La mesure de E est alors par définition

AE) = MA).
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Proposition 2.10. Soit E un ensemble mesurable. Alors
(i) M(E) = inf{\(U), U ouvert, E C U},
(i) N(F) = sup{\(K), K compact, K C E}.

Démonstration. (i) Si A(E) = oo, c’est évident. Sinon, on prend & > 0.
Il existe une suite d’intervalles I,, telle que

EcC fj I, f:wn) < ME) +¢,
n=1 n=1

et, pour tout n, il existe un intervalle ouvert U,, contenant I,, tel que
AMUp) < A1) 427,
Soit U la réunion des intervalles U,,. C’est un ouvert qui contient E et
MUY <D MU €D AL) +e < AE) + 2.
n=1 n=1
(ii) Supposons d’abord que A(E) < oo, et soit € > 0. Il existe un
intervalle compact I tel que
MENT) > MNE) —e¢,

prendre I = [-N, N| avec N suffisamment grand. Posons F = I\ E.
D’aprés (i), il existe un ouvert U contenant F tel que

AMU) < AF) +e.
Posons ensuite K = I\U. C’est un compact contenu dans E et
M) =MEK)+AMUNT) <ANEK)+AF) +¢,
donc
ME)> M) = AMF)—e=ANENI) —¢,
et par suite
AMEK) > AME) — 2e.

Si A(E) = oo, alors pour tout A > 0 il existe un intervalle compact [
tel que A(ENI) > A, et la démonstration se poursuit comme précé-
demment. 0
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2.4. Intégrales au sens de Riemann et de Lebesgue.

Rappelons d’abord la définition de l'intégrale au sens de Riemann
sur un intervalle fermé borné [a, b] de R. Soit u une fonction en escalier
définie sur [a, b]. Il existe une subdivision

a=rg<r1<...<xI, =0,
et des nombres
ag,...0n_1
tels que
w(z) =a; si x €|,z
L’intégrale de u est définie par
b n—1
/ u(z)dx = Z a;(zi1 — ;).
a i=0
on vérifie que cette définition est indépendante du choix de la subdi-
vision et que l'intégrale est une forme linéaire sur l'espace &y(a,b) des
fonctions en escalier sur [a, b].
Si f est une fonction définie sur [a, b] & valeurs réelles et bornée, on
pose

Wo(f) = sup{/abu(x) dz, u e Eab), u< f},

%%(f) :inf{/abv(x)dx, v € Eyla,b), vzf}.

La fonction f est dite intégrable au sens de Riemann si %(f) = % (f).
L’intégrale au sens de Riemann de f est alors le nombre

/ f(2)dz = %(f) = %(f).

Pour qu’une fonction bornée f soit intégrable au sens de Riemann,
il faut et il suffit que pour tout € > 0, il existe deux fonctions u,v €
&o(a, b) telles que

b
u< f<o, /(v—u)dazga

Considérons maintenant un espace mesuré complet (X, .Z, i) et sup-
posons que la masse totale de la mesure p soit finie : pu(X) < oco. On
désigne par &(X,.#) 'ensemble des fonctions mesurables étagées dé-
finies sur X. Pour une fonction f définie sur X a valeurs réelles et
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bornées, posons

%(f):sup{/xud,u, ue & X, A), uﬁf},

V(f) :inf{/ vdp, ve 8(X, ), fﬁv}.
X
Si f est mesurable, alors Z (f) = 7V (f), et

/ Fdu=2(f) = 7(f).

Réciproquement, nous allons voir que si Z (f) = ¥(f), alors f est
mesurable. En effet, si cette égalité est vérifiée, alors pour tout € > 0
il existe u,v € &(X, A ) telles que

u<l f<v et /(v—u)duge.
be

Ainsi il existe des suites (u,) et (v,) de fonctions mesurables étagées
telles que

1
un, < f <wp et /(Un—un)d,ug—
X n

Posons
U, =supug, V,= infv.

k<n k<n
Les fonctions U, et V,, sont mesurables étagées, la suite (U,) est crois-
sante, la suite V,, est décroissante et

1
/(Vn_Un)d S_
X n

De plus,
lim [ U,dpu=2%(f), lm [ V,du=7Y(f).

n—oo X n—o0

Posons
g(xz) = lim U,(z), h(z)= lim V,(z).
n— o0 n—oo

Les fonctions g et h sont mesurables, et ¢ < f < h. Du théoréme de
convergence monotone 1.12, il résulte que

/X(h—g)duz V() — 2 (f) =0,

donc f = g = h presque partout, et

/deu —w(f)=7(f).
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Ainsi f est mesurable relativement a I'espace mesuré (X, ., u) si et

seulement si Z (f) = 7V (f).

Considérons le cas on X = [a,b], A4 est la tribu complétée de la
tribu borélienne relativement a la mesure de Lebesgue, et 1 = A est la
mesure de Lebesgue. Pour toute fonction f définie sur [a,b] & valeurs
réelles et bornée,

U(f) <= %(f) <V (f) < N(f).

Ainsi, si f est intégrable au sens de Riemann, elle I'est au sens de
Lebesgue, et les deux définitions d’intégrales coincident. Par contre, la
fonction f peut étre intégrable au sens de Lebesgue sans étre intégrable
au sens de Riemann, c’est a dire que

U (f)="(f)
mais
U(f) < %(f).
C’est le cas pour la fonction f définie sur [0, 1] par
f = 1gnp,1,
qui vérifie %(f) = %(f) = ¥ (f) = 0 et %(f) = 1.
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3. INTEGRATION SUR UN ESPACE PRODUIT

Nous verrons dans ce chapitre comment construire des mesures pro-
duits sur des produits d’espaces. Nous verrons comment l'évaluation
d’une intégrale multiple peut se ramener a des évaluations successives
d’intégrales simples, a ’aide des théorémes de Fubini et Fubini-Tonelli.

3.1. Produit de deux espaces mesurés.

Soient (X, .#, ) et (Y, A", v) deux espaces mesurés. On appelle rec-
tangle mesurable une partie du produit X x Y de la forme R = A x B,
ouAe .#,Be._N,etonnote . # x A latribu engendrée par les rec-
tangles mesurables. Nous allons montrer qu’il existe une mesure unique
A sur la tribu Z x A telle que si R = A X B est un tel rectangle,

A(R) = p(A)v(B).

Une réunion finie de rectangles mesurables sera appelée dans cette
section ensemble élémentaire. Les ensembles élémentaires constituent
une algébre de Boole, que nous noterons .o7. En effet, si Ay, Ay € A,
By,By € N,

(Al X Bl)ﬂ(AQ X Bg) = (AlﬂAQ) X (BlmBg),
etsiAe #,Be.N,
(Ax B)*= ((A°) xY)U (A x BY).

Proposition 3.1. (i) Soit Q € # x AN . Alors pour tout r € X,
l’ensemble

Qac - {y €y, (l’,y) € Q}
appartient a N .

(ii) Soit f une fonction définie sur X x'Y a valeurs dans [—o0, 00],
mesurable pour la tribu M x AN . Pour tout x € X, la fonction f,,
définie par

fx(y) = f($7y)>

est mesurable pour la tribu A .

Démonstration. (1) Soit . 'ensemble des parties @) de # x A telles
que, pour tout z € X, 'ensemble (), appartienne a .#". L’ensemble .¥
contient les rectangles mesurables. Ainsi, pour montrer (i), il suffit de
montrer que . est une tribu. Or cela provient du fait que I’application
Q — ), commute avec les opérations élémentaires sur les ensembles :

o0

n=1
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(ii) La propriété a établir résulte de la relation

y, f2(y) > a} ={(z,y), f(z,y) > a}..
O

Rappelons que I'espace mesuré (X, .#, uu) est dit o-fini s’il existe une
suite d’ensembles mesurables (X,,) tels que

u(X,) <oo, X= G X,

n=1

Théoréme 3.2. Soient (X, #,u) et (Y, N ,v) deux espaces mesurés
o-finis. Il existe une mesure unique A sur l’espace mesurable (X X
Y, M x N) telle que, pour tout rectangle mesurable R = A x B,

A(R) = p(A)v(B).
La mesure \ est notée i ® v.

Démonstration. Soit () un ensemble élémentaire. Il peut étre décom-
posé en une réunion finie de rectangles mesurables deux a deux dis-
joints,

Q={JAixB) (Aies, Biew)
=1

Si une telle mesure \ existe, nécessairement
MQ) = u(A)v(By).
i=1

On vérifie (exercice un peu délicat) que ce nombre ne dépend pas de
la décomposition choisie, et ainsi cette formule définit une application
A o/ — [0,00]. Notons que, si () est un ensemble élémentaire,

AQ) = /X v(Qs) du(o).

En effet, si @ est élémentaire, Q = |J;_, A; X B; ou les A; x B; sont
disjoints. On a

n

NQ) = Do A (B) = 3o v(B) [ (e duto)

=1

Or puisque les A; x B; sont disjoints,
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I'union étant disjointe, donc

n

V(QI> = Z V(BZ) ]Ai(‘r)7

i=1
ce qui donne le résultat en intégrant. D’apreés le théoréme de prolonge-
ment 2.5, outre la o-additivité qui est évidente, prendre X, xY,,, il suffit
d’établir le fait suivant : si (Q,) est une suite croissante d’ensembles
élémentaires dont la réunion () est aussi un ensemble élémentaire, alors

Tim A(Qn) = A(Q).

Pour z € X fixé, les ensembles (Q,).) constituent une suite croissante
de réunion (,, donc

lim v ((Qn):) = v(Qz);

n—o0

et d’apres le théoréme de convergence monotone,

lim [ v((Qu)) dule) = [ (@2) du(o)

c’est a dire

lim A(Qn) = A(Q).

n—oo

3.2. Intégration sur un espace produit.

Considérons deux espaces mesurés (X, .#, u) et (Y, .4, v). Nous sup-
posons qu’ils sont tous deux o-finis et notons A la mesure produit,
A=u®v.SiAet B(Ae€ #,B € 4) sont de mesure finie, nous
dirons que R = A x B est un rectangle intégrable. Une combinaison

linéaire
n
i=1

de fonctions caractéristiques de rectangles intégrables sera appelée fonc-
tion intégrable élémentaire. Pour z fixé dans X,

y = faly) = Z a;ly, (2)1p,(y)

est une fonction mesurable étagée sur Y et la fonction F' définie sur Y
par

Fla) = [ 1) dvly) = 3 (B 1 o)
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est mesurable étagée sur X. De plus,

/XF<5U) dp(x) = ZaiM(Ai)V(Bi) = fdA.

XxXY

Ainsi, pour toute fonction intégrable élémentaire,

o=, (1) = [ ([ ) w0

Nous allons voir que cette propriété a lieu pour toute fonction inté-
grable sur X x Y.

Lemme 3.3. Soit E un ensemble négligeable de X XY, c’est a dire
que E est mesurable et que \(E) = 0. Alors pour presque tout x de X,

v(E,) =0.
Démonstration. 11 s’agit de montrer que I’ensemble
S={reX, v(E,) >0}

est négligeable. Puisque S est la réunion des ensembles
1

Sn:{:z:EX, V(Ex)z—} (n € N¥),
n

il suffit de montrer que, pour tout z, I’ensemble S,, est négligeable.
Fixons n, et soit € > 0. Puisque A(EF) = 0, il existe une suite (Ry) de
rectangles mesurables telle que

Ec GRk, i)\(Rk) <=
k=1

k=1
(théoréme 2.5). Pour = € S,,, comme les (Ry), recouvrent F,,

< u(E) < Y v ()

autrement dit, pour x € X,

%m(ax) < U(E,)1s,(z) < (ZV«Rk)w)) Lsa (@),

donc par intégration en =,

%M(Sn)g/ V(Ex)du(x)SZ/S v((Rr)s) du(z)
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ainsi, pour tout € > 0, u(S,) < €, et S, est négligeable. O

Théoréme 3.4. (de Fubini).
Soit f une fonction intégrable sur X xY . Pour presque tout v de X,
la fonction f, est intégrable surY . la fonction F définie sur X par

Fm:Lﬁw

/ fd/\:/qu.
XxXY X

Démonstration. D’aprés la proposition 2.6, il existe une suite (uy) de
fonctions intégrables élémentaires sur X x Y telle que

est intégrable sur X et

f(:c,y) = Zuk<x7y) A—p.p.
k=1

et

o0

Z/ |ug| dX\ < o0.
k=1 Y XXY

D’aprés le théoréme 1.16 sur l'intégration terme a terme d’une série de
fonctions positives,

/X (g/y lug (2, )| dl/(y)> du(z)

:fj / ( / \uk<x,y>\du<y>) du(z)
:g/my Jug| dA < oo.

Donc pour presque tout x,

S [ lusteldvty) < oc.
k=1"Y
De plus, d’apres le lemme 3.3, pour presque tout x,
fx(y) :f(xay) :Zuk(xay) V—=Dp.p.
k=1

Nous pouvons appliquer le théoréme 1.24 sur l'intégration terme a
terme d’une série : pour presque tout z, la fonction f, est intégrable,
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et pour un tel z,

/foydy Z/ukxydy

_ /Y f(,y) dvly)

Un(z) = /Y w2, ) dv(y).

La fonction F' est définie presque partout, et, pour presque tout z,

x) = Z U ()

Posons

De plus,
Ui(a)] < / (i, )| do(y).
Y
/ U (o)) du < / s y)| A,
X XxY
donc
/Z|Uk ) dp < o0,
X =1
ct

Z|Uk )| <oo  p—p.p.

Nous appliquons encore une fois le théoréme 1.24 sur I'intégration terme
a terme d’une série,

/qu Z/deﬂ_ / g, dA.
X XY

o0

Z/ ukd)\:/ fdA,
XxY XxY

k=1

Puisque

nous avons bien montré que

RS ( [ #aw dv(y>) du(z).
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Théoréme 3.5. (de Fubini-Tonelli).
Soit f une fonction mesurable sur X x 'Y a valeurs dans [0,00]. La
fonction F' définie par

ﬂ@=£ﬂ%www

est mesurable, et

/XF($) du(z) = fdA.

XxY

Démonstration. 11 existe une suite (f,,) de fonctions intégrables sur X x
Y telles que

0§fn§fn+1§f7
et pour tout (z,y) € X XY,

lim f,(z,y) = f(z,y).

n—o0

Posons
Fufa) = [ fuag) dvlo)

D’aprés le théoréme de Fubini 3.4,

/&wz fudn,
X XxY

et, d’aprés le théoréme de convergence monotone 1.12, pour tout =z,
F(z) = lim F,(z)
n—oo

et cette limite est croissante. En appliquant une nouvelle fois le théo-
réme de convergence monotone, on en déduit que

/qu: lim [ F,dy= lim fod\ = fan.
X X

n—o0 n—oo XxY XxY

O

Dans la pratique, on combine les deux théorémes de Fubini et Tonelli
de la facon suivante :

Corollaire 3.6. Soit f une fonction mesurable sur X XY a valeurs
complezes. On a les deux propriétés suivantes.

(i)

/)((/Y|f(x,y)|du(y)) dp(x) Z/Y</X|f(x,y)|dﬂ(x)) dv(y).

Ou bien les deur membres sont égaur a un nombre réel fini > 0, ou
bien ils sont tous les deux infinis.



CALCUL INTEGRAL 51

(i1) S’ils sont finis, pour presque tout x de X, la fonction f, est
intégrable sur'Y . La fonction F définie sur X par

Fla)= [ g

est intégrable sur X et

fdx= / Fdpu.
XxY b'e

Il faut remarquer que le théoréme 1.24 est un cas particulier de ce
corollaire : c’est le cas o1 Y = N et v est la mesure de comptage

v({k) =1 (keN).

Dans le cas ot X =Y = N et 4 = v est la mesure de comptage, on
obtient ’énoncé suivant sur les séries doubles :

Corollaire 3.7. Soit (u,,) une série double a termes complexes.

(i)
o o0 (o] o0
> (Sl ) = 3 (3 b
p=0 \q=0 q=0 \p=0
(11) Si les deux membres de ’expression précédente sont finis, alors

o o0 oo o0
DA e | = | D]
p=0 \g=0 9=0 \p=0

Les séries qui interviennent dans chacun des deuxr membres sont toutes
absolument convergentes.

3.3. Intégration sur R".

La théorie de la mesure trouve son origine dans le calcul des aires et
des volumes. Nous y arrivons maintenant apres avoir développé la théo-
rie de la mesure de Lebesgue. Nous considérerons dans ce chapitre des
questions qui font intervenir, outre le calcul intégral, I’algébre linéaire
et le calcul différentiel.

3.3.1. Mesure de Lebesque sur R™.

Il existe une unique mesure borélienne A, sur R” telle que la mesure
du pavé Q = I} x --- x I, produit des n intervalles I, ... I, soit égale
a

Q) = ML) - (L),
ou A désigne la mesure de Lebesgue sur R. L’existence dune telle me-
sure est une conséquence du théoréme 3.2, et 'unicité du fait que la
tribu borélienne %, de R" est engendrée par les pavés, et la classe des
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pavés est stable par intersection finie. La mesure A, s’appelle la mesure
de Lebesgue de R". Elle est invariante par translation, c’est a dire que,
pour tout ensemble borélien F et tout vecteur a de R",

A(E 4 a) = A (E).

Proposition 3.8. Soit u une mesure borélienne sur R™ qui est inva-
riante par translation et pour laquelle tout ensemble compact est de
mesure finie. Il existe une constante c telle que

= CAp.
Démonstration. C’est une simple généralisation de la proposition 2.9.
Soit
Qo =1[0,1[x...x[0,1]
le cube unité, et posons ¢ = u(Qo). Si
Q = [al,bl[x oo X [&n, bn[

est un pavé pour lequel les nombres a; et b; sont rationnels, des pro-
priétés d’additivité et d’invariance par translation de la mesure pu, on
déduit que

w(Q) =c(by —ay) ... (b, — ay).
La proposition résulte alors du fait que les pavés de ce type engendrent
la tribu %, et forment une classe stable par intersection finie. 0

Proposition 3.9. Soit T' une transformation affine de R™,
T:xw— Az +b

ou A est une transformation linéaire inversible et b est un vecteur de
R™. Pour tout borélien E de R",

M (T(E)) = | det AN (E).
Démonstration. La mesure pu définie sur la tribu 4, par
u(E) = A (T(E))
est invariante par translation :
p(E + V) = M(T(E) + AV) = A(T(E)) = p(E).

De plus, si E est compact, pu(F) est fini. d’aprés la proposition pré-
cédente 3.8, la mesure p est proportionnelle & la mesure de Lebesgue,
L= CAp, avec

¢ = M(T(Qo)) = M(A(Qo))-

Nous allons montrer que ¢ = |det A|. Notons que ¢ = ¢(A) vérifie
C(AlAQ) = C(Al)C(AQ), C(]) =1
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(A; et Ay sont deux transformations linéaires inversibles de R™, et [
est la transformation identique). Si D est une matrice diagonale,

dq
D= ,
dn

aolrs D((Q)p) est un pavé dont les longueurs des cotés sont les nombres

|d], ..., |dy|, donc
c¢(D)=|dy---d,| =|det D|.

Supposons que U soit une trasformation orthogonale et soit B,, la boule
unité ouverte de R”

By ={xeR", |zf| <1},
pour la norme euclidienne
ol = \fa3 + -+ a2
Puisque U(B,) = B,, de la relation
A(U(By)) = c(U)An(Bn)

on déduit que ¢(U) = 1. Le résultat d’en déduit, car toute transforma-
tion linéaire A de R™ peut étre décomposée en

A =U,DU,,
ou D est une matrice diagonale, U; et U sont orthogonales. O
Corollaire 3.10. Soit T une transformation affine de R",
Ter=Ax+b.

St f est une fonction positive mesurable sur R™ ou si f est une fonction
a valeurs complexes intégrable, alors

- fy)din(y) = [det Al [ f(Tx) dn(2).

Rn

3.3.2. Mesure superficielle sur la sphére. Soit S la sphére unité de R”
S={zeR" zi+ - +22=1}
L’application
10, c0[xS — R™\{0}
(ryu) — ru

est un homéomorphisme. Il lui correspond un isomorphisme de tribus
boréliennes de |0, co[x.S et R™\{0}.
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Proposition 3.11. Pour un borélien E de S, posons

1
U(E)zal_i}&g)\n({x:ru, ueE B, 1<r<l+e}).

Cette limite existe et o est une mesure borélienne sur S.
Démonstration. Si E est un borélien de S, notons
E'={x=ru,ueFE, 0<r <1},
et posons
W(E) = An(E).
Alors p est une mesure borélienne sur S (a démontrer) et
Mm{r=ru, ue E, a<r<b})=0"—a")u(E)

(utiliser par exemple la proposition 3.9). Par suite,

o(B) = Jim 2((1+2)" 1) u(E) = nu(E).

0

La mesure o est invariante par les transformations orthogonales : si
U est une transformation orthogonale et si E est un borélien de S,

o(U(E))=0(E).
Cette propriété découle immédiatement de la méme propriété pour p.
Proposition 3.12. La mesure de Lebesque N\, sur

R™\{0} ~]0, co[x S
est égale au produit des mesures r"~* dr sur]0, 00 avec o sur S
Démonstration. Si

F={zx=ru, a<r<b, ue L},

ol 0 < a<bet F est un borélien de 5,

M(F) = L5 — a")o(B) = < / " dr) o(E),

n
et la classe des ensembles de ce type est stable par intersection et
engendre la tribu borélienne de R™\{0}. O

Posons w,, = ¢(5). On a wy = 27, wy = 47. D’apreés le théoréme de
Fubini 3.4, si f est une fonction intégrable sur R", pour presque tout
r > 0, la fonction u +— f(ru) est intégrable sur S et

- f(x)dA\,(x) = /Ooo (/S f(ru) da(u)) " dr
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En particulier, si f est radiale : f(z) = F(||z|),

. f(z)d\,(z) = w, /000 F(r)yr"tdr.

Nous en déduisons les conditions suivantes d’intégrabilité. Soit f une
fonction mesurable sur R™ a valeurs réelles ou complexes et soit R > 0.
-sipour ||z]|| < R, |f(z)| < C|z]|~* avec a < n, alors f est intégrable
dans la boule de centre 0 et de rayon R.
-sipour ||z|| > R, |f(z)| < Cllz||~* avec a > n, alors f est intégrable
dans le complémentaire de la boule de centre 0 et de rayon R.

Exercice 3.1. Evaluation de I'intégrale de Gauss

[_/ 6_$2dx:ﬁ.

Exercice 3.2. Evaluation de

ou -
I'(z) = / e "l dt,
0

en calculant de deux fagons différentes

In:/ e~ llel® d\,(z).

3.3.3. La formule de changement de variables.

Soient U et V' deux ouverts de R", et o: U — V une application de
classe C'. Nous supposons que ¢ est bijective, et que le déterminant
jacobien Jyp(z) de ¢ ne s’annule en aucun point de U. Alors ¢! est
aussi de classe C!, et sous ces conditions, on dit que ¢ est un difféo-
morphisme de U sur V. L’application E — ¢(FE) est un isomorphisme
de la tribu borélienne de U sur celle de V, et E — \,(¢(E)) est une
mesure borélienne sur U.

Théoréme 3.13.
(1) Pour tout borélien E de U,

An<¢cE>>=:/g|Jw<wndAncx>

(i1) Pour toute fonction f mesurable sur'V a valeurs dans [0, 00],

/f ) dh( /f ) [T6(@)] dAn ().
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(i1i) Pour toute fonction f intégrable surV a valeurs réelles ou com-
plezes, la fonction (f o p)|Jp| est intégrable sur U et

/f ) dhn( /f ) [J(@)] dA ().

Démonstration. Avant de commencer la démonstration, remarquons
que si les propriétés (i), (ii) et (iii) sont vraies pour des difféomor-
phismes
p:U—=V, vV =W,
alors elles sont vraies pour
0=vop:U—>W.

C’est une conséquence de la relation

J(Wop)(x) = J(p(x) Jox)  (zel).
(a) Montrons d’abord que la propriété (i) implique les propriétés (ii)
et (iii). Si f est la fonction caractéristique du borélien F' de V, alors
f o ¢ est la fonction caractéristique du borélien E = o~ !(F), donc

/F D) = An (9(E)) = /E To(2)] dha(z)

d’aprés (i), c’est a dire

/f ) d( /f ) [J(@)] dAn(z).

Si f est une fonction mesurable étagée, c’est & dire une combinaison
linéaire de fonctions caractéristiques d’ensembles boréliens, la propriété
a encore lieu par linéarité.

Soit f une fonction mesurable sur V' a valeurs dans [0, 0o]. Il existe
une suite croissante de fonctions mesurables étagées (fx) qui converge
vers f (proposition 1.6). D’aprés ce qui précéde, pour tout k,

/ i) dAn / i (9(2)) o @) [dAn ()

Le théoréme de convergence monotone 1.12 nous permet de passer a la

limite,
/f ) dn /f ) 1) |dA().

Nous avons montré que (i) implique (ii).
Soit f une fonction intégrable sur V' a valeurs complexes. D’aprés la
propriété (ii)

/|f o) = [ 1£ (ela) 1176l lin (o),
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donc la fonction
z = f(p(x))[Jo(z)]

est intégrable sur U. En décomposant f en
f=h+ife=(f"=f0)+ilfs = 1),
ou fi, fi, f5, f5 sont des fonctions positives, on en déduit la propriété
(ii).
(b) Nous allons démontrer le théoréme par récurrence sur la dimen-

sion. Supposons d’abord n = 1. Si E est un intervalle d’extrémités o
et B, ¢(F) est un intervalle d’extrémités p(a) et ¢(3), donc

/j ¢'(x)dx|.

Puisque ¢ garde un signe constant sur [, ],

B
M (p(B)) = / 1 (2)] e

M (p(E)) = |e(B) — w(a)] =

On a montré que les mesures A\jop(-) et / | (z)| dz coincidaient sur les

intervalles. La tribu borélienne de U étant engendrée par les intervalles
contenus dans U et la classe des intervalles étant stable par intersection,
la propriété (i) est démontrée, et d’aprés (a) les propriétés (ii) et (iii)
aussi.

Supposons que I’énoncé soit vrai pour n — 1.

(¢) Supposons d’abord que ¢ est un difféeomorphisme de la forme

y1 =p1(x1, ..., xp)

Yn—1 :Qon—l(xlv e 71771)
Yn =Tp.

Pour z € R™, on note z = (2/,t), avec 2’ = (z1,...,%,_1) € R"1,
t =x, € R. Si F est un ensemble de R", on notera

E, ={a e R (2,t) € E}.
Soit £ un borélien de U, et F' = p(E). Alors
Fy = o(Ey),
ol (p; est le difftomorphisme de U; dans V; défini par

(') = (@', 1).
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On vérifie que
Joi(2') = Jp(a' ) t).

D’aprés I'hypothése de récurrence,

An-1(Fy) =M1 (@i(Er))

= | [Jeu(@)[ dAn-a(2)

E;

= |Jp(z', )] dN_1 ().

Ey

Puisque la mesure A, est égale au produit de \,,_; et Ay = A,

M (9(E)) =\ (F) = / Moo (F) dt

R

:/(é}MWﬁMM1WOdt

R
= | [Je(z)dAn().
E
La propriété (i) est ainsi démontrée pour un tel difféomorphisme, et
par suite, d’aprés (a), les propriétés (ii) et (iii) le sont aussi.

(d) Supposons maintenant que U est un pavé ouvert et que ¢ est un
difféomorphisme de U sur un ouvert V tel que a—% ne s’annule pas.

T
Soit 1) 'application définie par, si z = ¥ (x),

2 =p1(21, ..., 2p),
Z9 =XT29,
Zp =Ty,

L’application v est un difféomorphisme de U sur un ouvert W. En effet,
1 est injective et

Jp=2 4
81'1

L’application # = ¢ o 1)~! est un difféomorphisme de W sur V qui

conserve la premiére coordonnée. Les difféeomorphismes 1 et 6 sont du
type étudié en (c), donc I’énoncé est vrai pour ¢ et 6, et par suite pour

p=~0o01.
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Soit ¢ un difféomorphisme de U sur V. En tout point z de U, quitte
a permuter les coordonnées de l'espace d’arrivée (ce qui revient & com-
poser par une application linéaire orghogonale pour laquelle on a déja

démontré que le théoréme s’applique), 'une des dérivées (9_2 ne s’an-
T

nule pas, et il existe un pavé ouvert U, contenant z sur lequel cette

dérivée ne s’annule pas. Si E est un pavé contenu dans U,, la propriété

(i) a lieu d’apres ce qui précéde. On en déduit que si E est une réunion

finie de pavés contenus dans U,

A (9(E)) = [E Tp(2)] dAn(z).

Cette égalité entre mesures se prolonge a la tribu borélienne (c’est une
conséquence du théoréme de prolongement 2.5). Ainsi, la propriété (i)
est démontrée, et nous avons vu qu’elle implique les propriétés (ii) et
(iii). O

3.4. Convolution.

Le produit de convolution entre fonctions permet de régulariser les
fonctions, c’est a dire de les approcher par des fonctions trés réguliéres,
par exemple de classe C'*°. Le produit de convolution de deux mesures
est un outil indispensable en probabilités pour caractériser la loi de la
somme de variables aléatoires indépendantes.

3.4.1. Conwvolution et invariance par translation. Exemples.

Définition 3.14. On désignera par £ (RY) l’ensemble des fonctions
boréliennes sur R%, & valeurs réelles, intégrables par rapport & la mesure

de Lebesgue Ng. Pour f € LY (R?) on notera || f||; = / fdAa.
R4

On désignera par L*(R?) ensemble des classes d’équivalences de
LYRY) pour la relation d’équivalence f = g Ag-presque partout.

Il est clair que si f,g € Z'(R?) sont dans la méme classe d’équiva-
lence, alors || f|l1 = ||g||1- Par conséquent, la norme || -||; est bien définie

sur L*(RY).

Théoréme 3.15. (L*(RY), || - ||1) est un espace de Banach.
Démonstration. La complétude est une conséquence directe du théo-
réeme 1.24 qui dit que les séries normalements convergentes sont conver-

gentes. C’est aussi le théoréme de Riesz-Fischer 4.6 exposé au chapitre
suivant. O
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Théoréme 3.16. Soient f et g deux fonctions de L1 (R?). Pour presque
tout x, l’application

y = fle—y)g(y)
est intégrable. la fonction f x g qui est définie presque partout par

frg(r) = Mf@—ywwwy

est intégrable, et
1f * gl < £l llgll

La loi de composition interne ainsi définie sur [’espace de Banach
LY(RY) en fait une algébre de Banach commutative.

Rappelons qu'une algébre normée A (sur R ou C) est une algébre
munie d’une norme d’espace vectoriel vérifiant de plus 'inégalité

labll < {lallb]l;

pour tous a,b € A, et qu’une algébre de Banach est une algébre normée
compléte.

Démonstration. a) D’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli 3.5,

L </ = y”'g(y)'dw) dy =11l [, law)ldy = 17l

donc l'application (z,y) — f(zr — y)g(y) est intégrable sur R? x R4
D’aprés le théoréme de Fubini 3.4, pour presque tout x la fonction est
intégrable sur RY. De plus,

Fral < [ ([ 15 plaldc) d

1f =gl < (£ l1llglls-
Le produit de convolution est commutatif :

donc

fxg=gx*/[.

Pour le voir, il suffit de faire le changement de variables 3/ = x — y.
b) Montrons que le produit de convolution est associatif. Si f, g, h
sont trois fonctions de £*(R?),

(fx(gxh))(z)= Wf@*—ww*hﬂwdy

=4d<wf@—yM@—zw@ﬁk>@+
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Or, pour presque tout =,

[ [ el )z < o

donc, d’apres le théoréme de Fubini, pour un tel x,
(F+ (g @) = [ (Fx9)la = 2)g()ds = (£9) + ) (z).
R
Donc les fonctions (f * (g h)) et ((f * g) * h) sont égales presque par-
tout. U

Définition 3.17. Pour f,g € L1 (RY) fxg s’appelle produit de convo-
lution de f et g.

Le groupe R? agit par translation sur les fonctions définies sur R%.
Si a € RY, la translatée 7, f d'une fonction f est définie par

Tof (2) = f(x —a).

Pour tout a € R,

(Taf) *g = f * (Tag) - Ta(f * g)’
Ceci est aussi obtenu par changement de variables. On peut aussi consi-

dérer que f * g est une combinaison linéaire généralisée des translatées
de la fonction f :

Fro@ = [ (mh@gla)da

Exercice 3.3. Pour a > 0, posons

1 22
Golx) = e 2a,

() V2T
Montrer que

Go*xGg = Gayp.
Exercice 3.4. Pour a > 0, posons

1
Yo (z) = F(a)xail sio x>0, Y,(r)=0 sinon.

Montrer que

Ya * Yﬁ = Ya+13.

Indication : on utilisera l'identité

B(a, B) ::/0 (1—t) 1 dt = %
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3.4.2. Conwvolution des mesures bornées. Pour définir le produit de convo-
lution on aura besoin de la notion de mesure image.

Soient (X, .#) et (Y, 4") deux espaces mesurables, 1 : X — Y une
application mesurable. 1 une mesure sur X.

On définit une fonction v := t(u) sur A", notée aussi po =1, par

VBe N, u(B)=pu((B)
Proposition 3.18. La fonction v est une mesure sur A,

Démonstration. La preuve est laissée en exercice. C’est une conséquence
immédiate de la commutation de ¢! avec les opérations élémentaires
sur les ensembles. O

Définition 3.19. v est appelée mesure tmage de p par 1.

Proposition 3.20. Soient (X, #) et (Y, A) deux espaces mesurables,
v X — Y une application mesurable. p une mesure sur X, et v :=

().

(i) Si f:Y — [0,00] est mesurable alors

/fdu—/fowdu

(ii) Soit f 1Y — C mesurable. Alors f est v-intégrable si et seule-
ment si f o1 est u-intégrable, et dans ce cas on a

/dez/:/xfowd,u.

Démonstration. La preuve est aussi laissée en exercice. On commence
par remarquer que pour B € A4 et f =1p,0n a

u (0 (B)) = /X fowd.

Ensuite le schéma de preuve est comme d’habitude : fonctions étagées,
fonctions positives, fonctions intégrables. O

Définition 3.21. Soient p et v deur mesures o-finies sur [’espace
(R4, B(R?)). On appelle produit de convolution de p et v et on note
w* v Uimage de la mesure u ® v par Uapplication ¢ de R? x R? dans
R? définie par (z,y) — v+ 1y -

prv=p(pev)=(pev)oy™

Ainsi, 1 * v est une mesure sur R?, qui est donnée par

)= [ et d e @)
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En utilisant le théoréme de Fubini, on peut aussi écrire

pevtd) = [utdo) [ 1ate+ypotdn) = [vidy) [ ate+ putao)

On en déduit que le produit de convolution est commutatif. En re-
marquant que le produit de mesures est associatif, on prouve que le
produit de convolution est aussi associatif, i.e.

(wxv)*n = px(vxn),
a condition que les deux mesures p * v et v % 1 soient o-finies.
On notera que pour f : R? x [0, oo] mesurable, on a

[ 1@ = [ e v,

Pour f : RY x R mesurable, alors f est u * v-intégrable si et seulement
si (x,y) — f(z+y) est u ® v intégrable et dans ce cas

[ 1@ = [ e v

- /Rd ( 9 flz +y)du(ﬂf)) dv(y).

Le lien avec la convolution de fonctions est donné par la proposition
suivante.

Proposition 3.22. Si y a une densité f par rapport a la mesure de
Lebesgue et v a une densité g par rapport a la mesure de Lebesgue,
alors p* v a une densité f x g par rapport & la mesure de Lebesque.

Exemple 3.1. Si p = Jp est la masse de Dirac en 0, alors px v = v.

Exemple 3.2. La masse totale de v est u(R?)v(R%). En particulier,
si 1 et v sont des mesures bornées (resp. des probabilités) alors u v
est une mesure bornée (resp. une probabilité).

Exemple 3.3. Si = v = )\ est la mesure de Lebesgue sur R?, alors
le produit 7 = p* v est la mesure donnée par n(A) = 0si A\g(A) =0 et
n(A) = oo si Ag(A) > 0: cela découle immeédiatement de Fubini-Tonelli.

Exemple 3.4. Soient a,b € R?. Le produit de convolution des masses
de Dirac 9, et o, est d,4p-

Proposition 3.23. Si f est une fonction borélienne, positive ou inté-
grable par rapport au produit de convolution p* v, alors

[ s = [utao) [ 1w+ pwian) = [vidy) [ sa+ putis).
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Démonstration. Lorsque f > 0, cette formule se déduit de la formule
pour 14 selon le schéma habituel : par linéarité, puis par limite crois-
sante. Lorsque f est de signe quelconque et intégrable par rapport
au produit de convolution, les formules sont vraies pour f* et f—,
et donnent des valeurs finies, donc on a la formule pour f par diffé-
rence. U
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4. ESPACES LP

Les espaces LP jouent un role important en analyse fonctionnelle.
Nous verrons dans ce chapitre que LP est un espace de Banach, c’est
a dire un espace vectoriel normé complet. C’est le théoréme de Riesz-
Fischer. En particulier, L? est un espace de Hilbert. C’est un résultat
important par ses applications a l'analyse. Il n’y a pas d’énoncé ana-
logue pour l'intégrale de Riemann, et nous avons ici 'une des prin-
cipales justifications de l'introduction de la théorie de l'intégrale de
Lebesgue.

4.1. Inégalités de Holder et de Minkowski, espaces .£7.
Soit (X, ;) un espace mesuré. Pour 1 < p < oo on note

LPX, M, )

I’ensemble des fonctions mesurables f & valeurs complexes telles que

/ P du < o,
X

et pour une telle fonction, on pose

T (/X If\pdu)p

Pour p = 1, il est clair que £ (X, .#, i) est un espace vectoriel, c’est
I'espace des fonctions intégrables, et f +— || f]|1 est une semi-norme.
Pour p > 1, ce sont les inégalités de Holder et de Minkowski qui per-
mettront de montrer que £?(X, 4, 1) est un espace vectoriel, et que
f — |Ifll, est une semi-norme sur cet espace. Nous allons d’abord
établir le lemme de convexité suivant.

Lemme 4.1. Soient o, f > 0, tels que a+ = 1, et soient u,v € [0, 00].
Alors

u*v® < au + .
Démonstration. On peut supposer que 0 < u,v < 0o, sinon 'inégalité

est évidente, et donc poser u = e®, v = €'. La fonctions exponentielle
étant convexe,

6as+,8t S e’ +66t7
c’est & dire
uv? < au + Bu.
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Deux nombres réels positifs p et ¢ sont appelés exposants conjugués
s’ils vérifient la relation

-+-=1

P q
Cette relation implique que p et ¢ sont supérieurs & 1. Notons que p = 2
est égal & son conjugué ¢ = 2. Si p tend vers 1, alors ¢ tend vers 'infini.
On dira que 1 et oo sont conjugués.

Théoréme 4.2. (inégalités de Holder et de Minkowsksi).
Sotent p et q deux exposants conjugués, 1 < p,q < oo, et soient f et g
deuz fonctions mesurables a valeurs dans [0,00]. L’inégalité de Holder

s’écrit 1
/fgdu< (/ fpdu) (/ngdu)q,

et linégalité de Minkowski

(ra)' (o) (frs)

Démonstration. (a) inégalité de Holder.

Posons
1 1
A:(/fpdu> , B:(/qup) )
X X

Si A =0, alors f = 0 p.p., donc / fgdp = 0. Si A = oo, alors

X
I'inégalité est évidente. On peut donc supposer que 0 < A, B < oc.
Posons alors

f g
F="1 -7
A’ ¢ B
1
D’aprés le lemme 4.1 appliqué avec v = F(z)?, v = G(z)?, a = —,
p
1
B=-
q
1 1
F(z)G(z) < ];F(x)p + EG(%‘)‘],

et en intégrant,

1
/FGd,ug—/de,u—i-/quu:l,
X b Jx X

qui est 'inégalité & démontrer.
(b) inégalité de Minkowski.
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Si / fPdp = oo, ou si / g"dp = oo, ou si /(f—i—g)pdlu =0,
£ X
I'inégalité est évidente. On peut donc supposer que

/f”du<oo, ,/gpdu<oo, /(f+9)”du>0~
X X X

Puisque pour p > 1, la fonction ¢ — tP est convexe,

et donc
[+ ardn <.
X

Appliquons 'inégalité de Holder au produit f(f + g)P~!,

/Xf(f+g)”‘ldu§ (/Xfpdu);(/x(f+g)”du);,

car (p — 1)q = p, et de méme au produit g(f + g)P~*,

/Xg(erg)plduS </Xgpdu>; (/}((Hg)pdu)é,

et additionnons ces deux inégalités,

/X(HQ)WS (/){fpdw/)(g”du) </X(f+g)pdu);

L’inégalité & démontrer s’en déduit en divisant par
1
([oraran).
b's

Corollaire 4.3. Pour 1 < p < oo, l'ensemble LP(X, # , 1) est un
espace vectoriel sur C et Uapplication f — || f||, est une semi-norme
sur cet espace vectoriel. En particulier, pour toutes fonctions f,g €

gp(X7 %7 M)?

O

1+ glle < 171>+ llgllp-

Démonstration. C’est une conséquence de I'inégalité de Minkowski. [
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Corollaire 4.4. Soient p et q deux exposants conjugués, 1 < p,q < 00,
sotent [ une fonction de £P et g une fonction de L. Alors le produit

fg est intégrable et

1 1
[ gvau < ([ ivan)” ([ 1)
X X X

Cette inégalité est aussi appelée inégalité de Hilder. Lorsque p = q =
2, c’est l'inégalité de Schwarz.

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme 4.2, appliqué a |f|
et |g|. O

Une fonction mesurable & valeurs complexes est dite essentiellement
bornée s’il existe un nombre M tel que

p{z, [f(2)] > M}) =0.

La borne inférieure des nombres M pour lesquels ceci a lieu est ap-
pelé la borne supérieure essentielle de f, et est notée || f||o. On note
L>(X, M , 1) 'ensemble des fonctions mesurables & valeurs complexes
essentiellement bornées. L’ensemble £ (X, ., i) est un espace vecto-
riel sur C et l'application f — || f||o est une semi-norme sur cet espace
vectoriel.

Sife L etge L, alors fg est intégrable, et

[ o] <ol [ 15100

En effet, pour presque tout =,

[F(@)g (@) < llglloo] f ()]

4.2. Espaces [P, théoréme de Riesz-Fischer.

Soient (X, .#,p) un espace mesuré et 1 < p < oo. L’application
f = || f]|P est une semi-norme sur ZP(X,.#, ), mais en général ce
n’est pas une norme. En effet, || f||, = 0 si et seulement si f est nulle
presque partout. La relation

f=9 pp
est une relation d’équivalence sur ((£P(X,.#, 1) et 'espace quotient,
noté LP(X, ), est un espace vectoriel normé. Nous allons voir que
cet espace est complet, c’est & dire que (LP(X,.#,p) est un espace
de Banach. Pour cela nous allons montrer que toute série normale-
ment convergente est convergente. En effet, pour qu'un espace vecto-
riel normé soit complet il faut et il suffit que toute série normalement
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convergente soit convergente. Nous verrons au début de la démonstra-
tion du théoréme 4.6 comment s’établit ce résultat.

Théoréme 4.5. Supposons 1 < p < oo et soit (f,) une suite de fonc-
tions de LP(X, # , ) telle que

o0
>l fally < oo
n=1

Alors la série

> falw)

converge presque partout. Sa somme F', qui est définie presque partout,
appartient a LP(X, M , 1) et

lim =0.
N—oo

N
D Ja—F
n=1

p

Démonstration. Posons
0o N [e'e)
M=l Gu(x) =D 1fal@)l,  Glx) =) |fulx)].
n=1 n=1 n=1
D’apreés I'inégalité de Minkowski,
N
I1GNllp < N faully < M,
n=1

et d’aprés le théoréme de convergence monotone 1.12,
/ GPdp = lim / GY du < MP.
X N—oo X

Ainsi la fonction G? est intégrable, donc finie presque partout, et par
suite la série

(0.0

> fal@)

n=1

converge presque partout. Posons

Fy(z) = fa(z).
Puisque
[Fn ()] < G(x)
pour tout /N, on a aussi

|F(z)] < G(z),
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la fonction F' appartient a ZP(X, . #, 1), et d’aprés le théoréme de
convergence dominée 1.23, puisque |Fy — F|P < G,

lim / |Fy — F|Pdu = 0.
be

N—o0

U

Théoréme 4.6. (de Riesz-Fischer). Supposons 1 < p < oo. L’espace
LP(X A, 1) est complet. Plus précisément, soit (f,) une suite de Cau-
chy de fonctions de LP(X, # , ). Alors

(1) il existe une fonction f de LP(X, A, ) telle que

lim || fn — fll, =0,
n—oo
(1) il existe une sous-suite (f,, ) telle que
Jim fo, (2) = f(z)  pp.
—00

Démonstration.

D’aprés le théoréme 4.5, toute série normalement convergente de
LP(X, 4 , 1) est convergente. Il en résulte que LP(X, ., i) est complet.
Pour obtenir la conclusion (ii) de ’énoncé, nous allons reprendre la
démonstration de ce résultat. On montre d’abord par récurrence qu’il
existe une suite croissante d’entiers ny, k > 1, telle que

1
v n,m > ng, an_fmupgﬁ
Posons
u0:fn17 uk:fnk+1_fnk-
Puisque

Juelly < 75

la série Y uy, est normalement convergente,

o0
D Mkl < oo
k=0

D’aprés le théoréme 4.5, il existe une fonction f de LP(X, 4, i) telle
que
I}gnm =0, lim Zuk(x) = f(z) pp,

K
> ue—f
k=0

ce qui se traduit par

Tim || fu, = £, =0,

p



CALCUL INTEGRAL 71

Soit € > 0. Il existe N tel que
vn7m2N7 an_fm‘|p§€7
et soit k tel que ny, > N et || f,, — fll, < ¢, alors

V>N, fo— fllp < o= faclly + 1 fne = fllp < 26,
donc
lim || f, — fll, = 0.
n—o0

Proposition 4.7. L’espace L>°(X, 4 , 1) est complet.

Démonstration.
Soit (f,) une suite de Cauchy de l'espace L°(X,.#,u). Les en-
sembles F), ,,, définis par

Enm = Az, [fo(®) = fn(@)] > [[fr = fullso}

sont négligeables, et leur réunion E 'est aussi. Sur le complémentaire de
E, la suite (f,,) est une suite de Cauchy pour la norme uniforme, donc
la suite (f,) converge sur le complémentaire de E vers une fonction f.
Pour z € E, on pose f(z) = 0. La fonction ainsi définie f appartient a
goo<X7%’ :u)’ et

lim || f, — f|leo = 0.

n—oo

O

Rappelons qu’une fonction intégrable étagée est une combinaison li-
néaire de fonctions caractéristiques d’ensembles intégrables. Supposons
1<p<oo.SifeLPX, M, pu),il existe une suite (f,) de fonctions
intégrables étagées qui converge vers f au sens de .ZP, ¢’est a dire que

lim || f, — fll, = 0.
n—00

En effet, si f est positive, il existe d’aprés 1.6 une suite (f,,) de fonctions
mesurables étagées telle que

0<fu<f lim fule) = f2).

Puisque (f — fn)? < fP, il résulte du théoréme de convergence domi-
née 1.23, que

lim [ (f— fu)Pdu=0.

n—oo X
Le résultat annoncé s’en déduit, en écrivant une fonction f € Z7P
comme différence de deux fonctions positives de £7.

On rappelle les hypothéses du théoréme 2.5. On a une algébre de

Boole & de parties de X, et on suppose que &/ engendre la tribu .#
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et u est une application o-additive et o-finie sur .#. Les fonctions
intégrables élémentaires sont les combinaisons linéaires d’indicatrices
d’éléments de &/ de mesure finie.

Proposition 4.8. Sous les hypothéses du théoreme 2.5, si 1 < p < o0,
pour toute fonction f € LP(X, M, 1), il existe une suite de fonctions
élémentaires intégrables qui converge vers f au sens de Z£P.

Démonstration. Pour p = 1, c’est la derniére partie de 1’énoncé du
théoréme 2.5. La démonstration s’étend au cas 1 < p < oo, en utilisant
la proposition 4.8. O

Exercice 4.1.
1) Soit (X, ., ;1) un espace mesuré. On suppose que p est une me-
sure bornée sur .# : (X ) < co. Montrer que si 1 < p < ¢ < 00,

L¥(X, M ) C LUX, M ) C LP(X, M, ) C LNX, A ).

2) Pour p € [1, o0], on désigne par ¢ 'espace mesuré
LP(N, Z(N), ), ou p est la mesure de comptage sur N : u({k}) = 1.
Montrer que si 1 < p < ¢ < 00,

AN el el ARl Al

Exercice 4.2. Montrer que pour p < oo, P est séparable, mais que >
n’est pas séparable.

Exercice 4.3.
1) Soit n € N*, m > 0 et

f:R"—= R

1 m
Y [
<\/1+ ||$||2>
Pour p € [1, 00|, montrer que f € L? si et seulement si p > n
m
2) Soit n € N*, m > 0, B(0, 1) la boule unité de R”, et
f:B(0,1) >R
1

X — g
]l

n
Pour p € [1, c0[, montrer que f € L? si et seulement si p < —
m
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Pour terminer cette section, nous allons énoncer un théoréeme d’ap-
proximation trés utile en analyse. Lorsque X =|a, 3] est un intervalle
ouvert de R (—o0 < a < f < 0), 4 = A est la tribu borélienne de
X et u = X est la mesure de Lebesgue, nous noterons .£7(X) et LP(X)
au lieu de ZP(X, A, \) et LP(X,%,)\). On note 6.(X) l'espace des
fonctions continues sur X a support compact contenu dans X. Rappe-
lons que le support d'une fonction f est I’adhérence de ’ensemble des
points ou cette fonction est non nulle,

supp(f) = {z € R, f(x) # 0}.

Théoréme 4.9. Supposons 1 < p < oo. Soit f une fonction de LP(X).
Il eziste une suite (f,,) de fonctions de €.(X) qui converge vers f au

sens de £P.

Démonstration. Considérons I’ensemble .# des fonctions f de

ZP(X) possédant cette propriété, c’est a dire pour lesquelles il existe
une suite (f,,) de fonctions de %.(X) qui converge vers f au sens de
ZP. Notons que .# est un espace vectoriel, et que, si (f,,) est une suite
de fonctions de % qui converge vers une fonction f au sens de .Z7,
alors f appartient a .%. Nous devons montrer que .% = ZP7(X). Soit f
la fonction caractéristique d’un intervalle borné d’extrémités a et b, et

soit f, la fonction trapéze définie comme suit : elle est nulle si z < a——
n

1
ousixZb—i—%,ellevautn(x—a)—i—l sia——<zx<a,lsia<z<b,
n

1
et n(b—xz)+1sib<xz<b+ —. La fonction f, appartient a 6.(X), et
n

lim / fu — fIPd\ = 0.
n—oo X

Ceci montre que f appartient a .%. Par suite, toute fonction intégrable
élémentaire appartient a %, et de ce qui précéde (proposition 4.8), il
résulte que . = ZP(X). O

Corollaire 4.10. L’ensemble €°(X) des fonctions C* a support com-
pact dans X est dense dans £P.

Démonstration. Convolant les f,, de la fin de la preuve avec une fonc-
tion g. de classe C* positive, a support inclus dans | — ¢,¢[, d’'in-
tégrale 1, on obtient le résultat. En effet, les f,, sont uniformément
continues & support compact K, les f,, x g. sont C* & support compact
K et convergent uniformément vers f,. Par convergence dominée, elles
convergent dans Z? vers f,. U
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Exercice 4.4. Soit h.: R — R la fonction définie par :

he(x) = eTTIE si —e<z<e,
he(x) = 0 sinon.

Montrer que h, est C*°, positive a support compact.
La fonction g.: R — R définie par

1

= Ty

9= ()

répond a la question.

4.3. L’espace L’ et les espaces de Hilbert.
Dans tout ce qui suit, on peut remplacer C par R, hermitien par
euclidien, conjugaison par identité.

4.3.1. Définitions et premiéres propriétés.

soitt H un espace vectoriel complexe. Un produit scalaire hermitieb
est une application de H x H dans C, notée (u,v) — (u,v), qui vérifie

(i) u# 0= (u,u) >0,

(i) (u,0) = (o, |

(iii) u — (u,v) est C-linéaire.

Lorsque (i), (ii) et (iii) sont réalisées, on dit que H muni du produit
scalaire (-, ) est un espace pré-hilbertien.

Lemme 4.11. Si (-,-) est un produit scalaire, l’application u — ||u|| =
(u,u)'/? est une norme, i.e.

u 7 0= ul >0,

ca€Cue H=|au| = |al||lu| (homogénéité),

Nu 4ol < JJul|| + vl (inégalité triangulaire),

et on a l'inégalité de Schwarz

[ {w, )| <l

Démonstration. a) Posons A = |[ul|?, B = [{u,v)|, et C = [jv|>. Il
existe un nombre complexe « tel que |a| = 1 et a(v,u) = B. Pour tout
réel r, on a alors
0 < (u—rav,u —rav) = r*||v||* — ra(v, u) — ralu,v) + |jul/?.
On en déduit
Cr?—2Br+A>0

pour tout réel r. Le discriminant réduit B2 — AC de ce trinome du se-
cond degré est donc négatif ou nul, ce qui donne I'inégalité de Schwarz.
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Par conséquent,
lu+vl* =[lull® + (u,v) + (v, u) + [|v]]?
<[l + [{u, )| + (v, w)| + [Jo]|?
<[l + 2[fulllv]| + [lv]|?
2
= (llu+ol)”,

de sorte que || - || vérifie 'inégalité triangulaire. L’homogénéité de || - ||
est évidente, ainsi que la condition

Null =0 u=0

lorsque (i) est réalisée. O

Définition 4.12. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni
d’un produit scalaire, et qui muni de la norme associée est un espace
complet.

Exemple 4.1. L’espace C™ muni du produit scalaire

n
(u,v) = Z u;0;
j=1

est un espace de Hilbert. La norme associée est la norme hermitienne
usuelle.

Théoréme 4.13. L'espace L* = L*(X, # , ;1) est un espace de Hilbert
pour le produit scalaire

mmzémw,

et la norme associée est la norme || - ||o. En outre, on a l'inégalité de
Cauchy-Schwarz

I£gll < I f1l2llgll2-

Démonstration. Comme |fg| < f? + g%, on voit en premier lieu que
si f,g € L2, alors fg € L', de sorte que la formule pour le produit
scalaire a un sens. Il est immédiat que (-,-) vérifie (ii) et (iii), et aussi
que (f, f) =||f]|3- On a donc (i). On a vu au théoréme 4.6 que L? est
complet, donc c’est un espace de Hilbert. Enfin la derniére inégalité a
prouver est l'inégalité de Schwarz appliquée aux fonctions | f| et |g| pour
le produit scalaire ci-dessus (c’est aussi un cas particulier de I'inégalité
de Hélder). O

Lorsque (f,) converge dans L? vers f, on dit aussi que f,, converge
vers f en moyenne quadratique.
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Corollaire 4.14. a) Si f, =" f et g, =" g, on a fogn =" fg.
b) Si u est une mesure finie, on a L? C L' et linjection canonique
de L? dans L' est continue, et on a

(4.1) fel?=|flh < Vi(E)fl2
Démonstration. a) On a
fogn = Fg= (o= g+ flgn —9) + (fn = F)gn —9),

donc

[fngn—=r 9l
<[[(fn = Hglls + 1/ (gn = Dllr + 1(fn = F)gn — 9)lx
<I[fa = fllzllgllz + [[fll2llgn = gllz + [[fn = fll2llgn — gll2

en utilisant I'inégalité de Schwarz. On déduit alors || fng, — fgll1 — 0
des hypothéses.

b) On peut démontrer plus généralement que si 1 < p < g < oo,
alors L? C LP. Lorsque q < oo, il suffit d’intégrer 'inégalité

P <1+
pour obtenir
Jisvau<uo+ [ 1f1rd
X b's

Lorsque g = oo, alors

1P < 1%

donc

JRLRIEYSINTS
X
U

Remarque 4.1. Ce résultat est faux si u(X) = oo. Si (X, .#,u) =
(R, A, \), la fonction

fl@) =271 o ()

est dans L? mais pas dans L'.
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4.3.2. Géométrie des espaces de Hilbert.

Dans ce sous-paragraphe, on considere un espace de Hilbert H muni
du produit scalaire (-, -) et de sa norme associée ||-||. Nous allons donner
quelques éléments sur la géométrie de H : il faut bien siir penser a
I'exemple fondamental d’espace de Hilbert complexe H = C" (resp.
d’espace de Hilbert réel H = R") : les principales propriétés de la
géométrie hermitienne (resp. euclidienne) se transposent aux espaces
de Hilbert sans modification.

Un élément de H sera appelé souvent un vecteur. Rappelons que
Up, — u si ||u, —ul| — 0. Rappelons aussi que si u,, — u on a |Ju,| —
||lu||, c’est & dire que l'application u +— ||u|| de H dans R est continue.
Plus généralement, ’application

(u, 0) = (u,v)
de H x H dans C est continue (cela se démontre exactement comme &

la partie a) du corollaire 4.14).
Commencgons par la notion d’orthogonalité.

Définition 4.15. Deux vecteurs u et v de H sont dits orthogonauz si
(u,v) =0 (on écrit aussi u L v). Si K est une partie de H, on appelle
orthogonal de K, et on note K+ l’ensemble des vecteurs v € H qui
sont orthogonaux a tous les vecteurs de K. Deux parties K et L de H
sont dites orthogonales si K C Lt (& L C K*+).

Le résultat suivant est trés intuitif en dimension finie (faire un dessin
en dimension 2).

Proposition 4.16. a) L’orthogonal K+ de toute partie K de H est un
sous-espace vectoriel fermé de H, et est donc lui-méme un espace de
Hilbert (fermé signifie que la limite d’une suite quelconque de vecteurs
de K+ appartient aussi a K*).

b) (Théoréme de projection) Si K est une partie convexe fermée de
H, et si u € H, il existe un vecteur et un seul, noté mx(u) de K et
appelé projection orthogonale de u sur K, qui minimise [’application
v v —ul| sur K. On a mg(u) =u siu € K.

Démonstration. a) Pour tous u,v € K+ et a € C on a
(au,v) = a{u,v) =0
et
{0+ v, w0) = () + (v, w) = 0
si w € K. Par suite, au et u + v sont dans K=+, qui est donc un espace
vectoriel. Si u, = uet u, € K- et we K on a

(u, w) = lim(u,,w) = 0,
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donc v appartient & K+, qui est donc fermé. Enfin la restriction du
produit scalaire & K1 est encore un produit scalaire, et si (u,),>1 est
une suite de Cauchy dans K+, c’est aussi une suite de Cauchy dans H,
donc elle converge vers une limite u qui appartient a K+ d’aprés ce qui
précéde. Cela prouve que K+ est aussi un espace de Hilbert.

b) Soit

a = inf ||[v — ull.
veK

Il existe une suite (v,) dans K telle que ||v, — u|| — a. Montrons que
cette suite est de Cauchy. Il est facile de voir que

Jw + w'||* + [[w — w'||* = 2|Jw|]? + 2[Jw'||?
identité du parallélogramme). Donc
p g

v + v = 2ul® + [lvn — vl = 2llvn — ull* + 2lJvm — ul]*.

1
Par ailleurs, la convexité de K implique que 5(11” +v,) € K, donc

2

1
v + v — 2u||2 =4 Hﬁ(vn + V) —ul|| > 4a?,

par conséquent
[vn = vmll* < 2[lon — ull* + 2[vm — ul* — 4a”.

Comme ||v,, — u||* = a* on en déduit que ||v, — v,,||* — 0 lorsque n et
m tendent vers oco. La suite (v,) est donc de Cauchy, de sorte qu’elle
converge vers une limite v qui vérifie

[v = ul} = lim [jv, — u]| = a,
et qui appartient & K puisque K est fermé.
Il reste & montrer l'unicité de v. Si v' € K vérifie également
[v" = ull = a,
posons v, = v et vy, ., =v. On a
[v, —ull = a

pour tout n, donc d’aprés ce qui précéde, la suite (v,) est de Cauchy, et
elle converge. Comme elle admet les deux points limites v et ¢/, il faut
que v' = v. Enfin si u € K, il est clair que v = u minimise v — ||v — u|
sur K. 0

Proposition 4.17. Soit K un sous-espace vectoriel fermé de H.
a) mi(u) est lunique vecteur v de K tel que u —v € K.
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b) mr est une application linéaire continue, contractant la norme
(i.e. ||mr(u)|| < |Jul|). Son image est K et son noyau est K+, et on
Pappelle Uopérateur projection (orthogonale) sur K.

c) Tout vecteur u de H se décompose de maniére unique en une
somme u = v+w avecv € K et w € K+, et on a v = mg(u) et
w = 7mxi(u) (donc les sous-espaces K et K+ sont supplémentaires
dans H ).

d) On a (KH)*t =K.

Démonstration. a) Soit v = 7 (u). Pour tout w € K et tout a € C on
av+aw € K, donc

lv+aw —ul* = [lv — ul|* + 2% (a(w,v — w)) + |a’|[Jw]* > [jv — u]|*

pour tout a € C. En particulier, choisissant a de la forme xa, ot o € C
vérifie |a| =1 et

afw,v —u) € R,
on a

lv+ zaw —ull® = [lv — ul|* + 2za(w, v — u) + 2?w|* = [jv — ul]®
pour tout x € R, ce qui n’est possible que si
(w,v —u) = 0.

Cela montre que

v—u€ Kt
Si v’ € K vérifie aussi v/ —u € K=+, le vecteur v — v’ est a la fois dans
K et dans K*. Etant orthogonal & lui-méme, il est nul par (i).

b) Le fait que 7k soit une application linéaire découle immédiatement
de la caractérisation a). Il est clair que 'image de H par my est contenue
dans K, et comme 7 (u) = u siu € K, elle est exactement K. D’aprés
a), on a mx(u) = 0 si et seulement si u € K+, donc cet ensemble est le
noyau de 7g. Enfin toujours d’aprés a), on a u = v+w avec v = 7 (u)
et w L v, de sorte que

lull® = [[o]|* + [Jw]?
et
7 (w)I* < [,
Ainsi, g est une contraction, et est donc en particulier continue.
¢) On a vu ci-dessus que v = v + w avec v = 7g(u) et w € K+
Comme K+ est aussi un sous-espace vectoriel fermé, et comme v —w €

K et que tout vecteur de K est orthogonal & K=+ (propriété évidente),
la caractérisation a) pour g1 implique que

w = g1 (u).
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Si uw = v + w' est une autre décomposition avec v’ € K et w' € K+,
par différence v — v = w’ — w est dans K N K+, et on a déja vu que
cela implique v — v" = 0. On a donc achevé la preuve de c).

d) On a déja vu que K C (K4)*, et l'inclusion inverse découle de
c). En effet, si u € (K+)*, alors o se décompose de maniére unique
enu=1v+wavecv € K+ et w € K, et aussi de maniére unique en
u=1v+w avec v € K+ et w' € (K+)*. Comme w € (K*+)*, on a
forcément v =v' =0 et w = w = u. O

Soit K une partie de H. L’espace vectoriel engendré par K, et noté
e(K), est le plus petit espace vectoriel contenant K (il existe, car d’une
part K C H, d’autre part une intersection quelconque d’espaces vec-
toriels est un espace vectoriel). Noter que, de maniére évidente, e(K)
est aussi I’ensemble des combinaisons linéaires finies de vecteurs de K.

La fermeture de e(K) (i.e. I'ensemble des limites des suites conver-
gentes de vecteurs de e(K)) est encore clairement un espace vectoriel,
appelé l'espace vectoriel fermé engendré par K. Enfin, on dit que K
est total dans H si ’espace vectoriel fermé engendré par K est égal a
H.

Corollaire 4.18. Une partie K de H est totale si et seulement si
K+ ={0}.

Démonstration. Soit H' I'espace vectoriel fermé engendré par K. Il est
évident que

(H)*" c K*.
Montrons que

K+ c (H)*.
Si u € K+, alors u est aussi orthogonal a tous les éléments de e(K)
(utiliser (iii)) ; si v € H' il existe des v,, € e(K) avec v,, — v, et comme
(u,v,) = 0 pour tout n on a aussi (u,v) = 0, et par suite u € (H')*.
On a donc

(H): = K*.
Comme H' = H équivaut a (H')* = {0} par c) de la proposition 4.17,
on a le résultat. U

Le second sujet important est celui de la dualité. Rappelons que si
(F,]|-|) est un espace vectoriel complexe normé, son dual est ’ensemble
F' des applications linéaires

v:F—C
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telles que

[Y(u)| < Cflul
pour tout u € F', pour une certaine constante C' > 0 (cette derniére
propriété est en fait équivalente a la continuité de ). Il est clair que
F" est un espace vectoriel, qu’on munit d’une norme || - ||" définie ainsi :

[l" = sup {[(u)], we F, Jlul] <1}

(4.2) _HP{M ueF,u;«éO}.

lull

Exercice 4.5. Lorsque (F,|| - ||) est un espace de Banach, il en est de
méme de (F', || - |').

Théoréme 4.19. Soit H un espace de Hilbert. On peut identifier le
dual (H',|| - ||') avec (H,|| - ||), en associant & tout vecteur v € H
Uapplication linéaire 1, définie par 1, (u) = (u,v).

Démonstration. Si v € H, application 1, définie ci-dessus est antili-
néaire continue et vérifie

[Pl < ]l

d’aprés I'inégalité de Schwarz et (4.2). Comme

(V) = (v,0) = |||,
4.2 implique que
1%l = [lv]l.

Il est clair que 'application
v Yy,

est antilinéaire. Remarquer aussi que si ¥, = 0, le vecteur v est or-
thogonal a tout u € H, donc orthogonal en particulier a lui-méme, de
sorte que v = 0.

Il reste & montrer qu’inversement, si ¢ € H’, il existe un v € H tel
que ¥ = ,. Si v = 0, v = 0 répond a la question. Supposons donc
que ¥ # 0. Le noyau K de v est un sous-espace vectoriel de H, fermé
a cause de la continuité de ¥, et K+ n’est pas réduit a {0} (sinon
on aurait K = H d’aprés le corollaire 4.18, donc ¢ = 0). Soit alors
w € K+, ||w|| = 1, de sorte que ¢ (w) # 0. Posons

v =YP(w)w.
Pour tout v € H, on pose

: (u)

T )
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On a ¢(u') =0, donc v’ € K, donc (v, v) =0 et

') =(u,v _ () w, v

1) =G = 28
={u,v O] w){w, w
() = 2 )
=(u,v) — ¢(u)

est donc nul. Par suite,
P(u) = (u,v) = Py (u).
En conclusion, 'application
v = 1y,

est un isomorphisme antilinéaire isométrique de H dans H'. U

Remarque 4.2. Dans le cas réel, l'application v + 1, est linéaire.

Le troisiéme sujet important est celui des bases orthonormales. Com-
mencons par une définition.

Définition 4.20. Un systéeme orthonormal est une famille (u;);cr de
vecteurs de [’espace de Hilbert H qui vérifie

(uiuj) =0 si i #35 et (u;,u;) =1
Une base orthonormale est un systéme orthonormal total dans H.

D’aprés le corollaire 4.18, un systéme orthonormal (u;);c; est une
base si et seulement si

(4.3) ((v,uz) =0 pour tout i€ [> = v =0.

Attention, une base orthonormale n’est par une base algébrique au
sens ou tout vecteur serait une combinaison linéaire finie de vecteurs
de la base, sauf bien str si H est de dimension finie.

Soit (u;)1<i<q un systéme orthonormal fini, et K l'espace vectoriel
fermé qu’il engendre. L’ensemble K contient évidemment 1’ensemble
des combinaisons linéaires finies

d
U= Z a;u; (a; € C)
i=1

et, comme ce dernier ensemble est a 1’évidence fermé, il est en fait égal
a K. Noter que si
d

d
U= E a;U; et v = g b;u;
i=1

=1
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alors
d
<U,U> = E aibj<ui,vj> = E azbz
1<i,j<d i=1
Ainsi, K peut étre identifié a 'espace C? muni de la norme hermitienne,
par la correspondace
U > (ai)lgz‘gd-

Ceci se généralise de la fagon suivante.

Proposition 4.21. Soit (u,)nen un systéme orthonormal dénombrable,
et K [’espace vectoriel fermé engendré par ce systéme.

a) K est isomorphe, en tant qu’espace de Hilbert, a l'espace (? des
suites complexes

a = (an)nen telles que Z lan|? < oo

Plus précisément, si a = (a,) est dans (?, la série Y anu, converge
dans H et définit un vecteur u(a) de K ; Uapplication a — u(a) est
linéaire bijective de (> dans K et préserve le produit scalaire (donc la
norme, donc elle est continue ainsi que son inverse) :

(4.4) <Z AU, Z bnun> = Z anby,.

n

b) Siu € H et a, = (u,uy,), alors a = (a,)nen appartient a (* et on

Z ApUn = 71-K(u)7
n

a

et en particulier

(4.5) D () < uf?,

n

avec égalité si et seulement si u € K.
Commengons par un lemme qui a un intérét propre.

Lemme 4.22. Si (v,)nen est une suite de vecteurs deux & deuz ortho-
gonauz, la série Y v, converge dans H si et seulement st

Z ”Un”2 < oo,
n

et on a alors

2
2 onfl =2 llewl”
n n

(46 ‘
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Démonstration. Soit w, =Y ;" v; et S, = > " lvi||>. Sin < m, on a

m m
||wm _wnH2 :< Z (%) Z Ui>

n<i,j<m

m
= il

i=n+1

:Sm - Sn7

puisque (v;,v;) = 0sii # j. La suite (w,,) converge dans H si et seule-
ment si elle est de Cauchy, donc d’apreés ce qui précéde si et seulement
si la suite (S,), est de Cauchy dans R, donc si et seulement si

> lil? < oo
7

Enfin sous ces conditions, on note w la limite de la suite (w,,). Exacte-
ment comme ci-dessus, on a

||wnH2 = Sn,
et en passant a la limite on obtient 4.6. 0

Démonstration. de la proposition 4.21.

a) Soit a = (a,) € 2. Comme ||a,u,| = |a,|, le lemme 4.22 entraine
que la série ) a,u, converge, et on note u(a) sa somme. Il est clair
que u(a) € K puisque K est fermé, et que a — u(a) est linéaire. De
plus, I’égalité 4.6 implique

(@)l = llall3

(le produit scalaire et la norme dans 2 étant notés respectivement (-, )5
et |- ]]2). On a

Z ((u,0) = 7 (lu+vl* + lu —v]*),

RS

7 () = 5 (ut vl + flu— )

et une relation analogue entre (-, ) et || - ||o. Par conséquent, 'applica-
tion linéaire a — wu(a), qui préserve la norme, préserve aussi le produit
scalaire, et on a (4.4). Enfin, 'image K’ de ¢? est un espace vectoriel
contenant les u,, et contenu dans K ; si v, € K’ et v, — v alors (v,)
est une suite de Cauchy dans H, donc les inverses u™*(v,) forment une
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suite de Cauchy dans £2, convergeant donc vers une limite a, et évidem-
ment v = u(a). ainsi, K’ est fermé, donc K’ = K et u(-) est bijective
de ¢ dans K.
b) Soit u € H et v = mx (u). Il existe a = (a,) € (2 avec v =3 ayu,
et |lall2 = ||v||. Si v, = > a;u;, on a
(Un, Up) =y, S1 1> m,

et comme v,, — v, on en déduit que
A = (U, Up,) = (U, up,) pour tout m,
car u— v est orthogonal & u,,. Pour terminer, il suffit de remarquer que
lull* = {lv]|* + llv — ull*

(théoréeme de Pythagore), donc ||ul| > [|v||, avec égalité si et seulement
si u = v, donc si et seulement si u € K. O

Revenons pour terminer a l'espace L? = L*(X, . , j1). On peut énon-
cer le théoreme 4.19 dans ce cadre, ce qui donne

Théoréme 4.23. L’espace L? est son propre dual, ce qui revient a dire
qu’a toute application linéaire continue v de L? dans C on peut associer
une fonction g € L? telle que

U(f) = /ngdu pour toute f € L?.

On a aussi le théoréme suivant, que nous énongons sans démonstra-
tion.

Théoréme 4.24. Si p est une mesure o-finie sur
(X, ) = (RY, BRY)),

alors l'espace L? admet une base orthonormale dénombrable.

Exercice 4.6. Un exemple de base orthonormale.

Soit (X, ., 1) = ([0,1],4([0,1]),\). Montrer que la suite de fonc-
tions ci-dessous constitue une base orthonormale de L?. On Pappelle la
base de Haar.

1 sik2h<z<(k+1)
ro={ Y S IIIhTy

~"  pour un k impair
~"  pour un k pair.

2
2



86 CALCUL INTEGRAL

4.4. Convolution et espaces LP.

Considérons d’abord ’action des translations sur les fonctions. Rap-
pelons que 7, f désigne la translatée de la fonction f par le nombre réel
a7

(7af)(@) = f(z — a).
SifeZP(R),1<p<o0,alors 7, f aussi et

I7afllp = 1 F1lp-

C’est en effet une conséquence immédiate de I'invariance par translation
de la mesure de Lebesgue.

Proposition 4.25. Supposons 1 < p < oo. Si f € LP(R), alors
lim 7. — f1l, = 0.

Cette propriété n’a pas lieu pour p = oco. En effet, si f est la fonction
caractéristique d’un intervalle d’extrémités a et § (—oo < a < < 00),
alors

Va0, |raf — flle = L.

Démonstration. Supposons d’abord que f soit la fonction caractéris-
tique d’un intervalle borné. Si |a| est inférieur a la longueur de I'inter-
valle,

I7af = fll, = (2]al)7,
donc

lim |7 — fll, = 0.

Par suite la propriété a lieu si f est une fonction intégrable en escalier.
Soit f une fonction de ZP(R) et soit € > 0. Il existe une fonction
intégrable en escalier g telle que

9
I1f =gl = 5.

D’aprés ce qui précede, il existe n > 0 tel que si |a| < n,

€
Tag — < -.
Irag —glly < =

Finallement, pour |a| < 7,
I7af = fllp SW7af = Tagllp + 709 = gllp + lg = fll»

<€+€+8_€
-3 3 3
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Théoréme 4.26. Soient f et g deuz fonctions de £ (R). Pour presque
tout x, l’application

y = fl@—y)g(y)
est intégrable. la fonction f * g qui est définie presque partout par

- / f(x - y)g(y) dy

1S glle < 1 f gl

La loi de composition interne ainsi définie sur l’espace de Banach L*(R)
en fait une algébre de Banach commutative.

est intégrable, et

Rappelons qu'une algébre normée A (sur R ou C) est une algébre
munie d’une norme d’espace vectoriel vérifiant de plus 'inégalité

labll < {lallb]l;

pour tous a, b € A, et qu’'une algébre de Banach est une algébre normée
compléte.

Démonstration. a) D’apreés le théoréme de Fubini-Tonelli 3.5,

[ ([ 15 = wllswiae) dy =111 [ ol dy = 1511l

donc 'application (z,y) — f(z — y)g(y) est intégrable sur R x R.
D’aprés le théoréme de Fubini 3.4, pour presque tout x la fonction est
intégrable sur R. De plus,

Fro@l< [ ([ 1= plawlac) a

1f* gl < [F gl

b) Montrons que le produit de convolution est associatif. Si f,g,h
sont trois fonctions de Z*(R),

(f % (g 1)) /fx— (g% h)(y) dy

:/]R (/}R f@—y)g(y — 2)h(z) dZ) dy.

Or, pour presque tout =z,

[ [156 = sty — a1 = < o0

donc
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donc, d’apres le théoréme de Fubini, pour un tel z,

(f % (g 1)) (x) = /R(f*g)(ﬂs ~2g(2)dz = ((f * g) * ) ().

Donc les fonctions (f * (g * h)) et ((f * g) * h) sont égales presque par-
tout. U

Théoréme 4.27. Soient f une fonction de L' (R) et g une fonction
de LP(R), 1 < p < 0o. Pour presque tout x, la fonction

y— f(y)g(r —y)

est intégrable, et la fonction f x g, définie pour presque tout x par
fxgx / fy)g(x —y)dy
appartient o ZP(R). De plus,
1+ gll, < [[f112llgllp-

Démonstration. Le cas p = 1 a déja été traité. Supposons p > 1 et soit

1
q U'exposant conjugué : — + — = 1. Soit ¢ la fonction caractéristique

iS

d’un intervalle borné [a, b]. D’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli 3.5,
et I'inégalité de Holder,

/R/R FW)llg(x = v)le(x) dyde
= [ ([ lote = ioto) ) an < Usihlolhto -t

Donc, d’aprés le théoréme de Fubini, pour presque tout z, la fonction
y — f(y)g(z — y) est intégrable et 'application

z = ¢(x) /Rf(y)g(fv —y)dy

est intégrable. Par suite la fonction f*g, qui est définie presque partout,
est mesurable.
D’apreés l'inégalité de Holder,

/ F@)Flae — I F W) dy

< ([ 1r0lta \pdy) ([ 170 |dy)

Apreés une intégration en x, nous déduisons que

P pi| £t
R|f*9! dr < |lgllpI 1

»Q\»—A
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c’est a dire
1f = glly < I fllllgllp-
O

On note %,(R) I'espace des fonctions continues sur R a valeurs com-
plexes qui tendent vers 0 & l'infini. Muni de la norme uniforme

[flle = sup | f ()],
z€R

c’est un espace de Banach.

Théoréme 4.28. Soient f une fonction de L' (R) et g une fonction
de 6o(R). La fonctionf * g appartient a 6o(R) et

1f * glloe < [1fIi]lglloo-

Démonstration. La fonction g, étant continue et tendant vers 0 a l'in-
fini, est uniformément continue : pour tout £ > 0 il existe n > 0 tel que
si |z — 2’| <, alors |f(z) — f(2')| < e. Par suite, si |z — 2| <7,

|f xg(x) — f*g(z')] S/le(y)llg(x—y)—g(x’—y)ldy§6||f||1-

La fonction f * g est donc uniformément continue. D’autre part, on
montre, a I'aide du théoréme de convergence dominée, que la fonction
f * g tend vers 0 a 'infini. O

Si f et g sont deux fonctions de .£?(R), alors, pour tout z, la fonction

y— flz—y)gy)

est intégrable. Le produit de convolution f * g est donc défini en tout
point. C’est vrai plus généralement si f appartient a ZP(R) et g a
Z1(R), lorsque p est g sont deux exposants conjugués.

Théoréme 4.29. Soient f et g deuz fonctions de £*(R). La fonction
f * g appartient a 6o(R) et

1f * gllec < fll2llgll2-

Démonstration. a) Supposons d’abord que f et g sont les fonctions
caractéristiques de deux intervalles bornés. la fonction f x g est alors
une fonction continue a support compact dont le graphe a la forme
d’un trapéze ou d’un triangle. par suite, si f et g sont deux fonctions
intégrables en escalier, la fonction f* g est continue a support compact.

b) Soient f et g deux fonctions de .Z%(R), et soient (f,,) et (g,) deux
suites de fonctions intégrables en escalier telles que

lm || f, — fll2=0, lim |lgn —g[l> = 0.
n—00 n—00
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En écrivant

fn*gn_f*g:fn*(gn_g)+(fn_f)*ga

nous obtenons pour tout x, & I’aide de I'inégalité de Schwarz,

ot gn(@) = [ g(@)] < | full2llgn = gll2 + 1[fn = Fll2llgll2-

La suite f,, * g, converge donc uniformément vers f % g. Il en résulte
que f *x g est continue et tend vers 0 a l'infini. O

4.4.1. Approximation de l'identité et régularisation.

Soit A une algébre normée commutative. Une approximation de
I'identité est une suite (a,) d’éléments de A telle que, pour tout élément
bde A,

lim a, -b="0.
n—o0

Nous allons considérer le cas out A est 1'algeébre de convolution L!'(R).
Soit  une fonction intégrable positive d’intégrale 1. Posons

() = nep(n).

Théoréme 4.30. La suite (p,) est une approximation de l'identité de
LY(R). Plus généralement, si f est une fonction de £P(R), 1 < p < oo,

lim ([ f = fll, =0
n—00

Lemme 4.31. Si g est une fonction mesurable bornée sur R, continue
en 0,

lim s on(x)g(x) dz = g(0).

n—o0

Démonstration. Notons d’abord que, pour tout n > 0,

0 n
lim on(x)dr = lim o(x)dr =1,
n—oo n—oo
—n —nn
et donc
lim on(x) dr = 0.

Soit € > 0. La fonction g étant continue en 0, il existe n > 0 tel que, si
=] <,

l9(z) —9(0)] <

DO | ™
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Ainsi, pour |z| <7,

[ entalgta) e —g<0>\ < [ enlolote) - 900 ds

S%—FZsup g] on(x) du.
[z|>n
Il existe N tel que, sin > N,
2sup |g| on(x) dr < g
|z|>n
Le résultat annoncé est établi. O

Démonstration. du théoreme 4.30.
Soit f une fonction de .Z?(R). Posons

o) = [ 11 =9 = f@)P do = | = 11,
R
La fonction g est bornée et continue en 0,
< 9P| £||P : —
9(y) < 2°IFII5, et limg(y) =0,

d’apres 4.25. Pour presque tout =z,

pu s [() — f(z) = / ouly) (F(z — ) — f(z)) dy.

Nous allons montrer que, pour un tel z,

on f(2) — F()P < / on W (@ —y) — F2)P dy.

Sip =1, c’est évident. Si p > 1, notons ¢ I’exposant conjugué de p. En
écrivant

on* f(2) — fla)] < / en(®)ion(w)? | f(x — y) — F()|dy,

nous obtenons grace a l'inégalité de Holder 4.2

o x £(z) — f(2)] < ( / on()f(z— y) — F(@) dy)” ‘1

q\ ¢
en utilisant 1 = (/ (cpn(y)%> ) , et aprés une intégration en x,

/R o * f(z) — f(2)P de < / on(9)a(y) dy.

R
Le résultat annoncé est une conséquence du lemme 4.31. 0

La démonstration de la proposition suivante est laissée au lecteur ;
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Proposition 4.32. Si f est une fonction de €5(R), alors
lim ||, * f — flloo = 0.
n—oo

Citons deux approximations de l'identité qui jouent un role impor-
tant en analyse :
Exemple 4.2. Approzimation de Gauss.

1 2 n 2.2

p(x) = ﬁ\‘i , on(T) = ﬁ
Exemple 4.3. Approzimation de Poisson.

(z) = 1 1 (z) = n 1
P 14 SDnm_\/El—l—n?aEQ'

Nous allons étudier la dérivée d’un produit de convolution et montrer,
a ’aide de la convolution, que, pour 1 < p < oo, toute fonction de

ZP(R) est limite, au sens de ZP(R), d’une suite de fonction de classe
ce.

Proposition 4.33. Soient f une fonction de £P(R), et ¢ une fonction
de classe C' sur R a support compact. Alors f x ¢ est de classe C*, et

(fre) =[xy
Démonstration. Le support de ¢ étant compact, il existe A > 0 tel que
supp(p) C [=A4, A].

Nous allons appliquer le théoréme de dérivation d’une intégrale dépen-
dant d'un parameétre 1.27 a l'intégrale

e /f

Fixons K = [a,b]. Pour z € K, y € R,
)¢ (x —y)| < gk (y),

avec

9k (y) = sup ['[|f () Va—a,b+4)(1)-
La fonction gk est intégrable et nous pouvons appliquer le théoréme 1.27 :

(f % o)/( /f (x—y)dy = f ()
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On note Z(R) I'espace des fonctions de classe C* a support compact.
Notons que 'espace Z(R) n’est pas réduit a la fonction nulle. Il contient
en effet la fonction ¢ définie par

exp (—ﬁ) si —1<ax<l,

vl(z) = { 0 si |z > 1.

Corollaire 4.34. Soient f une fonction de £P(R) et ¢ une fonction
de Z(R). Alors la fonction f * ¢ est de classe C™ et

(fx )™ = fx ™.
On dit que f x ¢ est la régularisée de f par ¢.
On termine par un résultat de densité important.

Théoréme 4.35. Si 1 < p < oo, toute fonction f de LP(R) est limite,
au sens de LP(R), d’une suite de fonctions de Z(R).

Démonstration. Soit ¢ une fonction de Z(R), positive, d’intégrale égale
a 1. On peut prendre par exemple

o(a) = 50(),

ou ¢ est la fonction décrite ci-dessus et

A /R () dz.

Posons ¢, (z) = np(nz). Si f est une fonction de £?(R) a support com-
pact, la fonction ¢, * f appartient & Z(R) et, d’aprés le théoréme 4.25,
lim [l * f = f[l, = 0.

n—oo

Le résultat annoncé s’en déduit, car toute fonction de Z?(R) est limite,
au sens de ZP(R), d'une suite de fonctions en escalier (donc a support
compact). O
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