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TD 2 : Complément sur la théorie de Lebesgue

Exercice 1. Soit X un ensemble. On rappelle la définition du cours d’une classe monotone .#
sur X : .# est un ensemble de parties de X vérifiant .# contient J et X, .# est stable par
différence propre, .# est stable par réunion dénombrable croissante. Montrer qu’il existe des
classes monotones qui ne soient pas des o-algébres.

(Indication : considérer deux joueurs langant une piéce de monaie. On observe le coté de
chaque piéce : pile ou fage. On note X ’ensemble des observations. Appeler y la probabilté sur
X dans le cas ou les lancés sont indépendants. Appeler v la probabilité dans le cas ot les deux
lancés sont identiques : deux fois pile, ou deux fois face. Appeler # = {A < X : u(A) = v(A4)}.
Conclure.)

Trouver d’autres exemples.

Exercice 2. Soit X un ensemble. On définit une autre notion de classe monotone. Un ensemble
A de parties de X est appelé classe monotone si .Z contient (J et X, .# est stable par réunion
dénombrable croissante, .# est stable par intersection dénombrable décroissante.

Soient .o/ une algébre (de Boole) de X, (contient ¢J et X, stable par réunion et intersection
finies). Soit .# une classe monotone au sens précédent. Montrer alors le résultat

g M = old)c M.

On rapelle que o(7) est la o-algébre engendrée par <.

Exercice 3. Soit (X,d) une espace métrique et p : Bx — [0, +0o[ U {+00} une mesure (o-
additive) définie sur les boréliens Zx. On rappelle une définition du cours (vue cependant pour
les mesures de probabilité). La mesure p est dite réguliére si pour tout B € Bx, pour tout € > 0,
il existe un fermé F' et un ouvert U, tels que

FcBcU et pU\F)<e

1. Montrer que la mesure de Lebesgue sur R est réguliére.

2. Plus généralement, montrer que s'il exists une suite de fermés (F,),>0 tels que X = Up>o
et pu(F,) < +oo pour tout n = 0, alors u est rguliére.

3. Construire une mesure sur R qui n’est pas réguliére.

Exercice 4. Soit (X,d) un espace polonais (métrique, séparable, complet). Soit F' < X une
partie de X totalement borné (ou précompact), c’est-a-dire vérifiant : pour tout € > 0 il existe
un recouvrement fini de F' par des boules de rayon e (pas forcément centrées sur F'). Montrer
alors que F est compact.

Exercice 5. Montrer que X = NN, muni de la topologie produit, est polonais. (On retiendra
que tout espace polonais est homéomorphe & une partie borélienne de X . Réciproquement, toute
partie borélienne de X admet une métrique redonnant la méme topologie et le rendant polonais.
Les démonstrations sont difficiles.)



Exercice 6. Soit (X, d) un espace polonais et p : Zx — [0, 1] une mesure de probabilité définie
sur les boréliens Zx de X. Montrer que p est fortement réguliére au sens suivant : pour tout
B e $Bx, pour tout € > 0, il existe un compact K et un ouvert U, tels que

KcBcU, et pU\K)<e

Indication : Utiliser la régularité des mesures de probabilité dans un espace métrique ; utiliser
I’exercice précédent.

Exercice 7. On a vu en cours que, pour un espace métrique quelconque (X, d), pour une mesure
de probabilité y: Bx — [0,1], CP(X,R) (Iensemble des fonctions continues bornées) est dense
dans L'(X,R, ).
1. On suppose que X = R% Montrer que CY9(X,R) (I'ensemble des fonctions continues &
support compact) est dense dans L'(X,R, Leb), ol Leb est la mesure de Lebesque.

2. On suppose que X = RZ. Montrer qu'il existe une mesure (o-additive) sur R? telle que
CY%(X,R) n’est pas dense dans L'(X,R, ).

3. On suppose que X = NN. Déterminer CY(X,R). Mettre en évidence un paradoxe concer-
nant .

Exercice 8. Soient p et v deux mesures (o-additive) sur RT telles qu'il existe pg € R tel que

+00 +00

e P u(dr) = J e P*y(dx) < +00.

Vp = po, J
0

0

On cherche a montrer que y = v.

1. Enoncer le théoréme de Stone-Weierstrass de densité des algébres de fonctions continues
sur les espaces compacts X. On rapelle qu'une algébre de fonctions continues est un sous
espace vectoriel de C’g (X,R) stable par multiplication.

2. On suppose ici que u et v sont des mesures de probabilité et que py = 0. Montrer alors
que [ = v.

3. Conclure dans le cas général ol pg est quelconque et p et v sont seulement o-additives.

4. On note

+00
Epy = {f :]0,4+00[ — R : f est mesurable et f

| f(2)] do < +o0}/ ~,
0

quotienté par la relation d’équivalence f ~ g < Leb({f # g}) = 0. On appelle transfor-
mée de Laplace de f € &},,, notée Z[f], la fonction

+0o0
Vfe & VD= po. ZLI10] = L P f() da

Montrer que le transformée de Laplace est injective.



