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TD4 — Convolution

Exercice 1 Soient a,b,c,d € R tels que d —c <b—a, f =14y et g =1 4. Calculer [ xg.
Exercice 2 Soient a,b > 0. Calculer f, * fy ot fo(x) = e—az” pour x € R.

Exercice 3 Soient a € R, g = 19 1o €t pour tout n € N, n > a, fn = g, Calculer fp x g.
Ftudier limy, o0 fn*g(x) pour x € R. Mémes questions en remplagant f,, par hy, = 1 _pq,n €N

Exercice 4 Pour toute fonction f : R — R, on définit le support de f par

supp(f) = {z € R, f(z) # 0}.

On note C.(R?) l'espace des fonctions continues a support compact. Soient f € L'(RY) et g €
L®(R%). Montrer que supp(f * g) C supp(f) + supp(g).

Exercice 5 Soient X etY deuz boréliens de R de mesure de Lebesque A strictement positive. Le
but de cet exercice est de démontrer que Z := X +Y est d’intérieur non vide. On suppose dans un
premier temps que A\(X) et A(Y) sont finis.

1. Montrer que ¢ := 1x % 1y est intégrable et que ||¢| 1 > 0.
2. En déduire qu’il existe zo € R? et r > 0 tels que ¢ > 0 sur B(zq,7).
3. Montrer que xqg appartient a l'intérieur de Z

4. Traiter le cas ou N(X) et \(Y') ne sont plus supposés finis

Exercice 6 Dans cet exercice on note Cy(R) l’espace des fonctions continues et bornées sur R muni
de ||.]|co €t To Uopérateur de translation défini par 7of = f(. + «). On considére une application
linéaire continue T : LP(R) — Cy(R) (pour un certain p € [1,00[). On suppose que T commute aux

translations, c’est a dire que T o 7, = To 0T pour tout a € R.
1. Soit ¢ : LP(R) — R définie par ¢(f) = T(f)(0). Montrer que ¢ est continue.
1

2. Montrer qu’il existe une fonction g € LP (R) (ot % + = 1) telle que

Vi e IP, of) = /R Fw)g(—y)dz

3. Montrer que pour tout f € LP, Tf = fxg.



=1et feLP(R),ge LI(R).

Exercice 7 Soit p,q € [1,00] deux exposants conjugués : % + %

1. Montrer que la fonction f x g est bien définie, vérifie

1f * glloe < £ 1Ipllgllq

et que c’est une fonction uniformément continue.
2. Montrer de plus, que si 1 < p < +00 alors lim, o f* g(z) = 0.
3. Que se passe-t-il pour p=1 et ¢ = +o0 ¢

Exercice 8 Soient p,q,r > 0. On suppose qu’il existe C' > 0 tel que pour toutes fonctions f et g
continues a support compact on a

1S * gllr < CISflIpl1 fllg-

En considérant des fonctions de la forme f\(xz) = f(Ax) avec X > 0, montrer qu’on a nécessairement
Tri=1+1.

Exercice 9 Le but de cette exercice est de démontrer l'inégalité de Young. On suppose que 1 <
D, q, 7 < 400 sont tels que % + % =1+ % On veut montrer que pour tout f,g € C.(R?), on a

1 *gllr <11 £llpllgllq- (1)

1. On suppose r = 1. Montrer que p=q =1 et démontrer (1).
2. On suppose que r = +00. Démontrer (1).

3. On suppose désormais que 1 < r < 0.
—1
(a) On suppose que p = 1. En appliquant l’inégalité de Holder aux fonctionsy — |f(:vfy)|qT
1
ety — |[f(z —y)le[lg(y)], montrer que

15 —wawiar < 17 [ e - wllotiea)”

En déduire que f g € LY et que (1) est valide.
(b) On suppose maintenant que 1 < p,q < 0.
i. Montrer que pour tout z,y € R, on a

1f(z = v)gw)| = f(x =) lgW)|7 < |flz—y)| 7 x|gy)| T .

1. En appliquant linégalité de Holder a trois termes aux fonctions ci-dessus, montrer
que pour tout x € R, on a

U/Wf’x !dy) < (L7 1gl? @I F1I,Pllgllg™

iti. Conclure a l'aide de la question 1).



