
Qu ondecours
Soit 1 p x et f LP IRI Alors il existe

une suite de fonctions f nan
c C RE telle que

Empalf fullp 0

pelgrades lignes
On rappelle que la mesure de Lebesgue est o finie
et finie sur lescompacts
Soit f ELP RI Quitte à écrire f Re f i Im f

on peut supposer f à valeurs dans IR Quitte à écrire

f ft_f on peut supposer f7 0

On montre d'abord que les fonctions simples i e de

la forme g Ê auttan avec Au C O N Nao

sont densesdans LP IRI
12 suffit donc d'approcher les indicatrices par des

éléménts de CeCRI _Pour ce faire on utilise la

régularité de lamesure de Lebesgue
A borélielien ex U ouvert et F fermé tels que
FC ACU et Leb Un F LE

Soit y continue sur1RE telle que 1f Q Au Alors

HIA 91dleb ftp1u 1FIPdeb fyHu1fldleb LebUiF c

Soit qpcr Qu 1 min 1 dy



R

Ales Gr CECRI et Qr croit versce simplement
donc dans LPRI grâce au théorème de convergence
dominée

EEIiepcac a

ComparerLPlto.D et 29 toD

On a 29fr D CLP LaD En fait pour tout FELTO.is
on a 1f E IP 174119 1 pour Lebpresque tout te to

Donc 11711f fafidheb ff5171 dheb 1171199 14

ËÏËÊTIËÉfᵉᵉᵐ
e t e L'an

Ip
mais t 2940,1
Montrerque pour tout p 1 LPCR CLICK
Soit p l et soit q son exposantconjugué i e t.q.jp 19 1

Pour tout R O 1ER R La B

si 9 0 111E r r lls 1 4 si q sa 111Fr r 2 Ca

Grâce à l'inégalité d'Hilder f ELPIR on a donc

41ER R f41 flip 111E prolly
et donc 1 RR f L R pour tout Rso ie FE LER
Ceci montre que p 1 LPCR C LIER ma



Soit 7 LPCR Déterminer Ilsa flip où

Saff Fat et α 0 en fonction de 11flip

Soit F E LP R et soit α 0 On a

11SaFili 1ff thPdt f11,174718
du L 11711f

Donc 11Saflip à
11f11

ÉEÎÉIn définit en RI R par En t et

Montrer qu'il existe un plusgrand ptal tel que n 1

et p I p En E LP RE
Soit p 1 On a 1fr c l t e

Pt
1g

On lentil Ole E pour et étét intégrable
à l'infini pour tout p i

D'autrepart Ifn f IP t pour 0 et t'Plz
est intégrable en téro seulement si p 2

Pour n i 7230 te 30,1 17413Ê 240
Donc En L IRI
Pour 1 pa 2 on a n Cso

tq.LIH1Pdt f 1fnCtPdt fIzFPdt
0 1,0pt dt f Ptdts a



Donc p 2 et p 1,25 on a fn LPCRI

Pour tout t o montrer que la suite numérique
En to converge vers une limite finie ff01
Soit to so

Si to 1 alors facto té ét 0

Si to 1 alors En 1 e ÎÊ
Si octoal abs Cto té e ti
Montrer que pour tout ps p Eula converge
vers f dans LPCRII

D'après le point pour tout too En to

converge simplement vers f to
e É EE
D'après le point n 1 pcp f ELP RE

De plus na t ERI on a que la fonction

git t Ujo il EÉᵗ a domine En et

g ELP IRE 1 PC 2

Par le théorème de convergence dominée dans LP on

a donc que Aulas converge vers f dans LIRE



La série En converge t elledans LP RE
Non

Pour octal on a t t n l et donc

e t ét 0 Ainsi pourtout tel il

t e
t Eléᵗ EkétE α

Donc En LP IRI pour p 1

On peut aussi remarquer que pour 1 p 2

les normes Ilfrillp ne tendent pas vers Zero donc la

convergence en norme n'estpas possible mais la preuve
ci dessus suffit

Exercices Soit 1 Cp to Pour tout FELPIIRI soit

Fcas ff4 dt pour se 0

on note aussi F H f

Montrer que FELPIRE F x est bien définie ses

et vérifie Fait tel 11flip
Soit pal et soit q son exposantconjugué
Pour tout se o la fonction ga Atone appartient
à LIRE Donc grâce à l'inégalité deHolder on a

10 x f LIRE Fee est biendéfinie et

11f70 x711 1 ftp.xz1gHfllp ff dt Afllp set11f p



Donc

Fast 1ff E de fpytekto.se Ctldt

Jaytetonight f41 de f1 10 x f11

a 11f11 on se 0 donc se la

ce qui donne 1F x Isel P 11711ps

Soit 7E CE RE tg f70
a Montrer que F C IRE F est àvaleurspositives

et Fpsi on a Limyxfa 0

Puisque f est continue la fonction sens fffltsdt
est la primitive de f qui s'annule en Zéro elle est de

classe C car f est continue sur 1RE
F est donc de classe C sur IRI car produit de
fonctions C sur IRI De plus 7 donc

ff4 dt est positive et x o on a 1 0

Donc Fas x o

Puisque 7 EC il existe A otq.fi t Pdt o

Pour se A on a ff4 dt ff41de



Donc

Fae 1ff E dt 1ff74 at
avec C ff7 dt 0 et

Fées x CÉ off O carpet

b Montrer que se 0 on a

x F ex Fae fee
Pour tout se 70 on a

Fix jef7E de f a 12FR 1f x
d'où

se Fier Fa fa ie seFlex Fa fa

C Montrerque n 1 on a

Fat de n Fent pfx F cas FaPtdx

Soit n l On intègre par parties
Fast da TeFasif pfeF'ersFai du

nF a P p f52F ca Fat da



d Déduire que

Spy Felda pf fayot FAP
de

Grâce aux points b et C on a

Fest du n Fen p x F cas Fe du

n Fa p Cfa Fa Fa da

d'où

1 p Felda nFeng p fa Fa da

ie

FaPda Ipfn Ip fafa da

f ECRI et FE CRI donc 7 FP E C RE
et donc 7 FP L'CRE et

pq
fa Fens du pliny fa Fcas du C a

De plus grâce au point a on a LiyanFrP
On peut donc passer à la limite dans

pour n et on obtient

faide pffpyfafa de



e Montrer que 11FIlp PI Ifllp H

On déduit du point d que F LP IRI et
donc FP E LF RE or If q donc

grâce à l'inégalité de Hilder
fa Feast de 11flip 11FP la Ilflip11F115

ce qui donne en utilisant le point d

IIFIIE f
11 flip 11F11

Si 11F Ilp l'inégalité à montrer est triviale et sinon
on obtient bien 11F Ip f Afllp en divisant par
11FllpP les deux cotés

f Montrerque A reste valable si f CE RE n'est

plus supposée positive
Dans le cas général on pose
7E man 30,7 et f max 30 8

On a f 70 f yo ft f ECE RI
et f 71f
On raisonne donc sur f et f séparément
et on rétroure CHI



On suppose à nouveau que FE LPRE Soit

E la C C RE suite tg.li allfn Fllp o

a On note En Hen et F H f Montrer que
x 0 lime Fr Cx F a

Grâce au point puisque fr f LPRI on a

Os Fn x Forest x1_ P 11fr flip rezo

1f FÉE 11
0 on obtient

c'est à dire Faso En cas Fa
b Montrer que Fn est une suite de Cauchy
dans LP IRE
La suite f ns converge dans L RE et donc

elle est de Canchy ie E 0 Nero tg
min Ne on a 11fr Fmllp E PÊ
Grâce à l'inégalité te on a

doncipgéplinéarité
4Fr Fullp 11 H E H f Ilp Ill Hfn fonlp

In 11fr fmllp E

pour tout n m Ne

Ceci montre que F m est une suite de

Cauchy dans L IRE



c En déduire que Fn I dans LP RE
L'espace LP RE 11Up est complet et d'après

le point d Fnla est une suite deCauchy
dans LP RE donc elle converge vers Fa LIRE
On peut donc extraire une soussuite Fnn qui
converge simplement vers F presquepartout
Par unicité de la limite F P presque partout
car E converge simplement vers F sur IRI
Donc Fa F comme éléments de LIRE et

En F dans LP RE


