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Les notes de cours ne sont pas autorisées. La calculette Bordeaux est autori-
sée. Les exercices sont de difficulté croissante. Le barème est indicatif sur 22
points

L’espace LppRdq est l’ensemble des fonctions à valeurs complexes de module p-intégrable par
rapport à la mesure de Lebesgue. On note par } ¨ }p la norme classique sur LppRdq. L’espace des
fonctions de Schwartz est noté par S pRdq. Les transformées de Fourier F rf s et transformées
de Fourier inverse F ´1rgs de fonctions f, g P S pRdq sont définies par les formules

F rf spξq :“

ż

Rd

e´i2πxx,ξyfpxq dx, F ´1rgspxq :“

ż

Rd

ei2πxx,ξygpξq dξ, @ ξ P Rd.

On note de la même manière par F rf s, l’extension de la transformée de Fourier à L1pRdq ou
L2pRdq. On munit L2pRdq du produit hermitien xf, gy :“

ş

fpxqgpxq dx, (où g désigne le conjugué
de f).

Question de cours (sur 4 points). On considère une fonction f P C0
0 pRdq (continue tendant

vers 0 à l’infini) et une approximation de l’unité pρϵqϵą0.
1. Rappeler la définition d’une approximation de l’unité.
2. Montrer que f est uniformément continue sur R.
3. Montrer que pour tout g P L1pRdq, f ‹ g P C0

0 pRdq (continue et tendant vers 0 à l’infini).
4. Montrer que pf ‹ ρϵqϵą0 tend vers f uniformément sur Rd.

Exercice 1 (sur 2 points). On considère f P L1pRdq and g P L2pRdq.
1. Rappeler l’inégalité qui existe entre }f ‹ g}2, }f}1, et }g}2.
2. Montrer

F rf ‹ gs “ F rf sF rgs.

Indication : prendre deux suites de fonctions C8 à support compact pfnqně0 et pgnqně0

vérifiant L1- limnÑ`8 fn “ f et L2- limnÑ`8 gn “ g.

Exercice 2 (sur 3 points). On considère une fonction f P L1pRq XC0pRq. On suppose que pour
un certain x0 P R on a

ż 1

´1

ˇ

ˇ

ˇ

fpx0 ´ yq ´ fpx0q

y

ˇ

ˇ

ˇ
dy ă `8.

On introduit aussi pour tout R ą 0 le noyau de Dirichlet

DRpyq “
sinp2πRyq

πy
, @ y ‰ 0.
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1. Montrer
ż R

´R
F rf spξqei2πx0ξ dξ “ f ‹ DRpx0q.

2. Montrer

lim
RÑ`8

ż

|y|ą1
fpx0 ´ yqDRpyq dy “ 0.

3. En admettant que
ş`8

0 sinptq{t dt “ π
2 , montrer

fpx0q “ lim
RÑ`8

ż R

´R
F rf spξqei2πx0ξ dξ.

Exercice 3 (sur 13 points). On définit la fonction (appelée multiplicateur de Fourier)

@ ξ P R, mpξq :“

$

’

’

&

’

’

%

´i ξ ą 0,

0 ξ “ 0,

i ξ ă 0,

et on considère l’application linéaire H sur L2pRq (appelée transformée de Hilbert)

H rf s “ F ´1rmF rf ss, @ f P L2pRq.

1. Montrer que

(a) H est une isométrie de L2pRq,
(b) H rf s “ H rf s, pour tout f P L2pRq,
(c) xH rf s, gy “ ´xf,H rgsy, pour tout f, g P L2pRq.

2. On note fpxq “ 1r0,1spxq la fonction indicatrice de l’intervalle r0, 1s considérée comme une
fonction de L2pRq. Montrer

(a) gpξq :“ mpξqF rf spξq “ pe´i2πξ ´ 1q{p2π|ξ|q.
(b) On note gRpξq “ 1r´R,Rspξqgpξq pour R ą 0 et ξ P R. Montrer pour tout x R t0, 1u,

F ´1rgRspxq “
1

π
log

ˇ

ˇ

ˇ

x

x ´ 1

ˇ

ˇ

ˇ
´

ż 2π|x|R

2πrx´1|R

cosptq

πt
dt,

(c) Déterminer H rf s comme fonction de L2pRq (un raisonnement précis est demandé).
A-t-on f P L1pRq ? A-t-on H rf s P L1pRq (justifier) ?

3. On note pour tout t ą 0 et f P S pRq

Htrf spxq “
1

π

ż

|y|ąt

fpx ´ yq

y
dy, @x P R.
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(a) Montrer que la famille de fonctions pHtrf sqtą0 converge uniformément sur R lorsque
t Ñ 0. Indication : remarquer que

ş

1ą|y|ąt
1
ydy “ 0 et démontrer

sup
xPR

|Htrf spxq ´ Ht1rf spxq| ď 2|t ´ t1|}f 1}8.

On notera par H0rf s la limite de pHtrf sqtą0 lorsque t Ñ 0.
(b) Quel théorème du cours permet d’affirmer sans démonstration que Htrf s est une

fonction C8 ? Quelle est la dérivée d’ordre n de Htrf s ? Quelle est la régularité de
H0rf s ?

4. On note pour tout t ą 0 et pour tout ξ P R, mtpξq :“ mpξqe´2πt|ξ|.

(a) Montrer

ptpxq :“ F ´1rmtspxq “
1

π

x

x2 ` t2
.

(b) Soit f P L2pRq. Montrer que pt ‹ f P L2pRq X C8pRq pour tout t ą 0 et que

L2- lim
tÑ0

pt ‹ f “ H rf s.

5. On considère f P S pRq.

(a) Montrer que pour tout x P R

lim
tÑ0

ż

|y|ąt
fpx ´ yq

”1

y
´

y

y2 ` t2

ı

dy “ 0.

(b) Montrer que pour tout x P R

lim
tÑ0

ż

|y|ăt
fpx ´ yq

y

y2 ` t2
dy “ 0.

(c) Montrer que pour presque tout x P R

H rf spxq “ H0rf spxq.


