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EspacEs LP, DISTRIBUTIONS

Distributions

Exercice 1 1. Pour ¢ € &, on définit ||| (n) = maxyy ;>0, kti<n} SUP ‘xkcf)(l) (:c)} Montrer que
.
(¢, ) = o min([l¢ = ¥ll), 1)
n>0

définit une distance sur .. Montrer que pour (¢y )i une suite de ./ et ¢ € ., on a
d
tp ——— ¢ & Vp >0,k — |y = 0.
k——+o0

2. Montrer que pour tout ¢g et rg > 0, il existe p > 0 et ' > 0, telle que la boule B(dg,ro) contienne l’ensemble

{pe |l¢—cdollp <r'}-

3. Soit T une forme linéaire sur ¥ muni de d. Montrer que T est continue si et seulement si il existe p > 0
et C >0 tel que pour tout ¢ € S

(T, )| < Cll9llp)-

|f ()|
L[a]®

Exercice 2 1. Montrer que si pour un entier k > 0, [p dr < 400, alors f définit une distribution

tempérée.

2. Montrer que e cos(e®) définit une distribution tempérée ; puis montrer que la réciproque de (1) est fausse.

Exercice 3 Montrer que l’application

¢ € L (R)— lim de.

=0T Jig|>e T
définit une distribution tempérée (appelée valeur principale de 1 et notée vp(L))
Exercice 4 Soit « €] — 2, —1[.
1. Montrer que pour tout ¢ € . (R), on a

+0o0
Ve > 0, / z¢(x)dr = A\ + R,

ou A dépend de ¢ mais pas de €, et ou R, admet une limite finie lorsque € — 0.

2. On définit
(0f(25).6) = lim B,

Montrer que pf(x%) est une distribution tempérée d’ordre inférieur ou égal a 1.
Exercice 5 Soit f une fonction C*. Expliciter les distributions tempérées fo; et (fdo)".

Exercice 6 1. Soit ¢ € . On pose ¢ = [*__p(u)du. Montrer que ¢ € . si et seulement si [, p(x)dx = 0.
2. On fixe 0 € & telle que fR O(x)dxz = 1. Montrer que pour tout ¢ € .7, il existe une unique fonction ¢ € ./

telle que
R

Montrer que application ¢ — 1 est continue sur ..



3. Soit maintenant T € .’. On suppose qu’il existe S distribution tempérée telle que S’ = T. Montrer que
nécessairement,

Justifier que la formule ci-dessus définit bien une distribution tempérée puis qu’on a bien S’ =T dans ..
Conclure.

4. Soit T une distribution tempérée telle que T" = 0. Montrer que T est constante.

Exercice 7 1. Montrer que S =) ;< k36, est une distribution tempérée.

m

2. Soit S =73 15 5,(:6). Soit ¢ € CX(] — 1,1[) égale a 1 prés de 0 et soit O, (x) = Trib(x). Pour tout m € N,

on définit o (x) = O (A(x —m)). Montrer que limy_, oo A™"(S, o) = 1. En déduire que S n’est pas une
distribution tempérée

Exercice 8 On note Y () = 1) oo[(7) la fonction de Heaviside. Calculer au sens des distributions

_[(d A (& 9 sin(wz)
T—<dx+/\>Y(x)e et U—<d$2—|—w>Y(x) ”

Exercice 9 On considére la distributions valeur principale T = vp%.

1. Montrer que T =1 . En déduire que D(F(T)) = —2indy ou D(F(T)) désigne la dérivée de la distribution
F(T).

2. Montrer qu’avec Y = 1jg [, 0N @ Y’ = dy. En déduire que pour une certaine constante C € R,
F(T)=C - 2inY.
3. On pose p(x) = ¢p(—x), justifier que H(€) = G(—€) puis que
(F(T),¢) = =(F(T), ¢)
En déduwire que F (vp%) = —im sign avec sign la fonction : sign(x) =1 sixz >0 et —1 si z < 0.
4. En déduire que dans ', quand A\ — +oo, ei’\”vp% — imdo.

Exercice 10 Soit 0 € .7 telle que 0(0) = 1 fizée.
1. Soit S € ., on suppose qu’il existe T € ' telle que xT = S. Montrer que pour tout ¢ € .&,

(T, ¢) = (S, ¥(¢)) + C{bo, $)

avec

B(oy) = A

Justifier que ¢ — () est continue de . dans .#. En déduire les solutions de xT = S dans ..
2. Montrer que les solutions de xT = 1 dans .7 sont les : vp% + Céo,C € R.

Exercice 11 1. Soit f(x) la fonction 1 périodique égale 4 x — % pour 0 <z <1 et f(0)=0. En calculant sa
série de Fourier, montrer que :
sin(2mnz)
oy = 3 i)

™
n>1

2. En dérivant dans %' 1’égalité précédente, montrer que :
Z p — Z e2i7rn$‘
nez neL
3. On pose : Ay = > 0, (le peigne de Dirac), montrer que dans /' : F(Ay) = Ay. En déduire que pour
tout p € S :
Y 6n) =) o(n)

nez ne”Z



