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Distributions

Exercice 1 1. Pour φ ∈ S , on définit ‖φ‖(n) = max{k,l≥0, k+l≤n} sup
∣∣xkφ(l)(x)

∣∣. Montrer que

d(φ, ψ) =
∑
n≥0

1

2n
min(‖φ− ψ‖(n), 1)

définit une distance sur S . Montrer que pour (φk)k une suite de S et φ ∈ S , on a

φk
d−−−−→

k→+∞
φ ⇔ ∀p ≥ 0, ‖φk − φ‖(p) → 0.

2. Montrer que pour tout φ0 et r0 > 0, il existe p ≥ 0 et r′ > 0, telle que la boule B(φ0, r0) contienne l’ensemble{
φ ∈ S , ‖φ− φ0‖(p) < r′

}
.

3. Soit T une forme linéaire sur S muni de d. Montrer que T est continue si et seulement si il existe p ≥ 0
et C ≥ 0 tel que pour tout φ ∈ S

|〈T, φ〉| ≤ C‖φ‖(p).

Exercice 2 1. Montrer que si pour un entier k ≥ 0,
∫
R
|f(x)|
1+|x|k dx < +∞, alors f définit une distribution

tempérée.

2. Montrer que ex cos(ex) définit une distribution tempérée ; puis montrer que la réciproque de (1) est fausse.

Exercice 3 Montrer que l’application

φ ∈ S (R) 7→ lim
ε→0+

∫
|x|>ε

φ(x)

x
dx.

définit une distribution tempérée (appelée valeur principale de 1
x et notée vp( 1x))

Exercice 4 Soit α ∈]− 2,−1[.

1. Montrer que pour tout φ ∈ S (R), on a

∀ε > 0,

∫ +∞

ε
xαφ(x)dx = Aε1−α +Rε

où A dépend de φ mais pas de ε, et où Rε admet une limite finie lorsque ε→ 0.

2. On définit
〈pf(xα+), φ〉 = lim

ε→0
Rε

Montrer que pf(xα+) est une distribution tempérée d’ordre inférieur ou égal à 1.

Exercice 5 Soit f une fonction C∞. Expliciter les distributions tempérées fδ′′0 et (fδ0)
′′.

Exercice 6 1. Soit ϕ ∈ S . On pose φ =
∫ x
−∞ ϕ(u)du. Montrer que φ ∈ S si et seulement si

∫
R ϕ(x)dx = 0.

2. On fixe θ ∈ S telle que
∫
R θ(x)dx = 1. Montrer que pour tout ϕ ∈ S , il existe une unique fonction ψ ∈ S

telle que

ϕ =

(∫
R
ϕ

)
θ + ψ′.

Montrer que l’application ϕ→ ψ est continue sur S .
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3. Soit maintenant T ∈ S ′. On suppose qu’il existe S distribution tempérée telle que S′ = T . Montrer que
nécessairement,

〈S, ϕ〉 = C〈1, ϕ〉 − 〈T, ψ(φ)〉.

Justifier que la formule ci-dessus définit bien une distribution tempérée puis qu’on a bien S′ = T dans S ′.
Conclure.

4. Soit T une distribution tempérée telle que T ′ = 0. Montrer que T est constante.

Exercice 7 1. Montrer que S =
∑

k≥0 k
3δk est une distribution tempérée.

2. Soit S =
∑

k≥0 δ
(k)
k . Soit ψ ∈ C∞c (]− 1, 1[) égale à 1 près de 0 et soit θm(x) = xm

m! ψ(x). Pour tout m ∈ N,
on définit ϕm(x) = θm(λ(x−m)). Montrer que limλ→+∞ λ

−m〈S, ϕm〉 = 1. En déduire que S n’est pas une
distribution tempérée

Exercice 8 On note Y (x) = 1[0,∞[(x) la fonction de Heaviside. Calculer au sens des distributions

T =

(
d

dx
+ λ

)
Y (x)e−λx et U =

(
d2

dx2
+ ω2

)
Y (x)

sin(wx)

w

Exercice 9 On considère la distributions valeur principale T = vp 1
x .

1. Montrer que xT = 1 . En déduire que D(F(T )) = −2iπδ0 où D(F(T )) désigne la dérivée de la distribution
F(T ).

2. Montrer qu’avec Y = 1[0,∞[, on a Y ′ = δ0. En déduire que pour une certaine constante C ∈ R,

F(T ) = C − 2iπY.

3. On pose ψ(x) = φ(−x), justifier que ψ̂(ξ) = φ̂(−ξ) puis que

〈F(T ), ψ〉 = −〈F(T ), φ〉

En déduire que F
(
vp 1

x

)
= −iπ sign avec sign la fonction : sign(x) = 1 si x > 0 et −1 si x < 0.

4. En déduire que dans S ′, quand λ→ +∞, eiλxvp 1
x → iπδ0.

Exercice 10 Soit θ ∈ S telle que θ(0) = 1 fixée.

1. Soit S ∈ S ′, on suppose qu’il existe T ∈ S ′ telle que xT = S. Montrer que pour tout φ ∈ S ,

〈T, φ〉 = 〈S,Ψ(φ)〉+ C〈δ0, φ〉

avec

Ψ(φ)(x) =
φ(x)− φ(0)θ(x)

x
∈ S .

Justifier que φ→ Ψ(φ) est continue de S dans S . En déduire les solutions de xT = S dans S ′.

2. Montrer que les solutions de xT = 1 dans S ′ sont les : vp 1
x + Cδ0, C ∈ R.

Exercice 11 1. Soit f(x) la fonction 1 périodique égale à x− 1
2 pour 0 < x < 1 et f(0) = 0. En calculant sa

série de Fourier, montrer que :

f(x) = −
∑
n≥1

sin(2πnx)

πn
.

2. En dérivant dans S ′ l’égalité précédente, montrer que :∑
n∈Z

δn =
∑
n∈Z

e2iπnx.

3. On pose : ∆1 =
∑

n∈Z δn (le peigne de Dirac), montrer que dans S ′ : F(∆1) = ∆1. En déduire que pour
tout φ ∈ S : ∑

n∈Z
φ(n) =

∑
n∈Z

φ̂(n)
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